NTER MITWIRKUNG VON L. COLLATZ - H.GÖRTLER - J. HEINHOLD - K. KLOTTER 
„ MARGUERRE - H.NEUBER - L. SCHMETTERER - K. SCHRÖDER - H. SCHUBERT 
„ TOLLMIEN - H. UNGER UND C. WEBER - HERAUSGEGEBEN VON H.HEINRICH, DRESDEN 


SEITE 1—152 HEFT 1/3 JANUAR—MARZ 1960 


IN MEMORIAM 


FRIEDRICH ADOLF WILLERS 


BENVERTITAGTGMBH : BERLIN 


. Angew. Math. Mech. Bd. 40 Nr. 1/3 s.1—132 Berlin, Januar—März 1960 


N 
‚ 23 4 
ET 


Eye} 
Bart 


INHALT 
Friedrich Adolf Willers, sein Leben und Wirken .. 1 


 _ R. Sauer: Geodätisch invariante Kurven bei beliebigen Ab- 


j 


€. Truesdell: Intrinsic Equations ofSpatialGasFlow . . -, - 
‚€. Weber: Halbebene mit periodisch gewelltem Rand u 


periodischen Einzelkräften und Momenten . . . » . » -» 14 


H. Neuber: Der abwickelbare Schalenträger . . . . .» . 22 


W. Albring: Transformation der Impulsgleichung für turbu- 
lente Grenzschicht von Rotationskörpern auf ebene Körper 38 


A. Kneschke: Elastische Kreisplatten unter einseitiger Tem- 


peratureinwirkung 40 


bildungen von Flächen...» vn nee = 47 
H. Rutishauser: Über eine kubisch konvergente Variante 


der LR-Transformation. . » > + + - ER 49 


selbsterregter Schwingungen bei kleinem Energieaustausch 55 


Matrizen und seine graphischeLösungfürn=3... . - 62 
H. Cremer und F. Kolberg: Windkanalkorrekturen ange- 
stellter Körper bei kompressibler Unterschallströmung . . 65 


steme von zwei Funktionen zweier reeller Veränderlichen. 75 
R. Reissig: Ein Kriterium für asymptofische Stabilität... . 9% 
H. Kadner: Untersuchungen zur Kollokationsmethode.. 99 
D. Rüdiger: Die Verfahren von Ritz und Trefftz in der Theo- 

Herder Schalen! ss nen. ee an 0m Mas el Malle, a 114 
J. Uhlig: Ein Iterationsverfahren für ein inverses Eigenwert- 

problem endlicher Matrizen... . . . TA ER 
H. Rohleder: Vereinfachung der Synthese von gewissen 

Reihenparallelschaltungen durch Aufspalten in Teilpro- 

DET en ne ee 


H. Bialy: Iterative Lösung einer Matrizengleichung . . . . 130 
K.-H. Bachmann: Lösung algebraischer Gleichungen nach 
der Methode des stärksten Abstiegs . . . . - RER, 132 


P.H.Müller und H. Kummer, Zur praktischen Bestimmung 
nichtlinear: auftretender Eigenwerte. Anwendung des 
Verfahrens auf eine Stabilitätsuntersuchung (Kipperschei- 


TE EEE He nee ee 136 
Buchbesprechungen ....... 22.2.2... 143 
Eingegangene Bücher ...... 2... 2...» 152 
Machrichten un ae ee ISE 


Wir bitten alle Manuskriptsendungen direkt an den Herausgeber, 
Prof. Dr.-Ing. H. Heinrich, Dresden A 27, Friedrich-Hegel-Str. 31, 
zu richten. Zu den Arbeiten, die als Hauptaufsätze bestimmt 
sind, erbitten wir auf gesondertem Blatt eine kurze Zusammen- 
fassung des Inhalts, nach Möglichkeit in deutscher, englischer 
und russischer Sprache; falls die Übersetzungen nicht geliefert 
werden können, ist wenigstens die Angabe spezieller Fachaus- 
drücke in den verschiedenen Sprachen erwünscht. Die Arbeiten 
sollen in klarer Schrift, möglichst mit Schreibmaschine, weit- 
zeilig und einseitig geschrieben sein und die nötigen Hinweise 
für den Setzer betreffend Schrifttiypen (z. B. griechisch, Fraktur), 
Sperrungen o. a. enthalten. Zur Beschleunigung des Drucks 
und zur Vermeidung von Setzfehlern empfiehlt es sich, umfang- 
reiche und unübersichtliche Formelausdrücke durch Einführung 
von Abkürzungen zu vermeiden. Bilder sollen als Tusch- 
zeichnungen auf Transparentpapier (Beschriftung mit Bleistift) 
oder als saubere Bleistiftskizzen ausgeführt sein; Bildunter- 
schriften sind am Schluß des Textes anzufügen. Sollte die Arbeit 
bereits an anderer Stelle verbreitet sein (als Dissertation, For- 
schungsbericht, Manuskriptdruck o. ä.), so ist dies auf der ersten 
Textseite in einer Fußnote anzugeben. Für die Zusammenstellung 
der zitierten Literatur, am Schluß der Arbeit, bitten wir, sich einer 
einheitlichen Notation entsprechend folgendem Muster zu bedie- 
nen, z.B. W. Schmeidler, Über die Wärmespannungen in ei- 
nem Körper, ZAMM 28. (1948), S. 54-59 oder G. Bürger- 
meister und H. Steup, Stabilitätstheorie I, 1. Aufl., Berlin 1957, 
Akademie-Verlag, $S. 142—147. Die Autoren erhalten von den 
Hauptaufsätzen 75, von den Kleinen Mitteilungen 25 Sonder- 
drucke ohne Berechnung, darüber hinaus bis zu 250 Sonder- 
drucke gegen Berechnung. 


Der Verlag behält sich für alle Beiträge das Recht der Verviel- 
fältigung, Verbreitung und Übersetzung vor. 


A I 
“ r 
k u 2 
En a m, 
4 } 
& N 
R Lupe) 
+} ® Br 5 
I 3 


SCHRIFTENREIHE 
DER INSTITUTE 
FÜR MATHEMATIK 


BEI DER DEUTSCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN ZU BERLIN 


und wird herausgegeben von 


Prof. Dr. Heinrich Grell, Prof. Dr. Josef Naas, Prof. Dr. 


Achilles Papapetrou, Prof. Dr. Hans Reichardt, Prof. Dr. 
Willi Rinow, Prof. Dr. Erhard Schmidt und Prof. Dr. 


Kurt Schröder 
Der Begriff des Raumes in der Geometrie 
Bericht von der Riemann-Tagung des Forschungsinsti- 
tutes für Mathematik. Mit Beiträgen von 28 Autoren, 
herausgegeben von Prof. Dr. J. NAAS und Prof. Dr. 
KURT SCHRÖDER j 
1957. VIII, 317 Seiten — 22 Abbildungen —9 Tafeln — gr. 8° — 
vergriffen _ ü \ 
Lösung des allgemeinen für eindimen- 
sionale gedämpfte Wellen bei harmonischem Zeitgesetz 
Von Dr. KARL BORKMANN und SIEGFRIED 
OBERLÄNDER 
1955. 99 Seiten — gr. 8° — DM 12,— 
Die ei e u En Fläcl 


eindeutige Bestimmung 
Von A. W. POGORELOW 
(Übersetzung aus dem Russischen) 
Wissenschaftliche Redaktion: Prof. Dr. J. NAAS 
1956. 79 Seiten — gr. 8° — DM 5,50 


Bemerkungen über die Stabilitätsuntersuchungen der 
Wirbelstraßen 


Von Prof. Dr. BL. DOLAPTSCHIEW 
1957. 28 Seiten — gr. 8° — DM 3,80 


Die Verbiegung konvexer Flächen 5 
Von A. W. POGORELOW 2 
(Übersetzung aus dem Russischen) 
Wissenschaftliche Redaktion: Prof. Dr. E. REMBS 
1957. 135 Seiten — 26 Abbildungen — gr. 8° — DM 18,50 


Einführung in die Geometrie stationärer Zufallsfunktionen 
Von A.M. JAGLOM 
(Übersetzung aus dem Russischen) 
Deutsche tzung unter wissenschaftlicher Redak- 


tion von Dr. HERBERT GOERING 
1959. VIII, 177 Seiten — 8 Abbildungen — gr. 8° — DM 24,— 


Tabellen von Exponentialfunktionen und -integralen zur 
Anwendung auf Gebieten der Thermodynamik, Halbleiter- 
theorie und Gaskinetik 


Von SIEGFRIED OBERLÄNDER 


1959. VIII, 8 Seiten Text — 142 Tabellenseiten —1 Abbi = 
gr. 8° — Ganzleinen DM 35,— kuklung 


In Vorbereitung befinden sich weiterhin: 
Bewertungstheorie der Algebren und ihre Bedeutung fü 
die Arithmetik 7, 
Von Dr. HERBERT BENZ 
Qualitative Theorie der nichtlinearen Schwingung: 
Von Dr. ROLF REISSIG = 


Nomogramme zur Ermittlung der Wurfbahnen von Kör- 
pern im widerstehenden Medium 
Von ELEONORE SCHWARZ 


Fordern Sie bitte unseren Fachkatalog MAT 
Ihnen kostenlos zugestellt wird. bie ie ra lan 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 


AKADEMIE : VERLAG BERLIN 


> 


ur 


er 


ar Zu ZA ei 


., 


4 


Prof. Dr. phil. Dr. rer.-nat. h.c. Friedrich Adolf Willers 
29. 1. 1883—5. 1. 1959 


[ Mi 8 Y% , 


« 


ZEITSCHRIFT FÜR ANGEWANDTE 
MATHEMATIK UND MECHANIK 


INGENIEURWISSENSCHAFTLICHE FORSCHUNGSARBEITEN 
Band 40 J anuar/März Heft 1/3 


ZAMM 40 (1960) Heft 1/3, Seite 1—8 


Friedrich Adolf Willers 
Sein Leben und Wirken 


Als FRIEDRICH ADoLF WILLERS am 5. Januar 1959 seine Augen für immer geschlossen hatte, 
war ein Leben verloschen, das in einer kaum zu überbietenden Ausschließlichkeit der Lehre und 
Forschung gewidmet war. Ihm für sein Werk zu danken, ist die Aufgabe dieses Heftes der von 
ihm über zwei Jahrzehnte mit großer Sachkenntnis und mit viel Liebe und Sorgfalt geleiteten 
Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik. Der Dank soll nicht nur in diesen weni- 
gen Worten bestehen, die ihm der Verfasser dieser Zeilen und jetzige Herausgeber der Zeitschrift 
für Angewandte Mathematik und Mechanik sowie der mitunterzeichnete Vorsitzende der Gesell- 
schaft für Angewandte Mathematik und Mechanik nachrufen können, sondern vor allem in einer 
Reihe von Arbeiten, die aus dem Kreis seiner Freunde und Mitarbeiter, insbesondere aber auch 
seiner Schüler kommen und seinem Andenken gewidmet sind. 

FRIEDRICH ADoLF WILLERS wurde am 29. Januar 1883 in Bremervörde als Sohn des Orga- 
nisten, Lehrers und Kantors Johannes Willers und seiner Ehefrau Lina geb. Francke geboren. 
Nachdem er Ostern 1903 am Gymnasium zu Stade seine Reifeprüfung bestanden hatte, studierte 
erin Jena und Göttingen Mathematik und Physik. Zu seinen Lehrern gehörten EmIL WIECHERT 
und Cart Runge. Den für sein ganzes Wirken richtunggebenden Einfluß hat vor allem CARL 
RunGE auf ihn ausgeübt, an dessen Institut er 1905 Hilfsassistent war und bei dem er 1906 mit 
seiner bemerkenswerten und vielbeachteten Dissertation [1] ‚Die Torsion eines Rotationskörpers 
um seine Achse“ promovierte. WILLERs entwickelt darin ein mit schrittweiser Näherung arbeiten- 
des graphisches Verfahren zur Bestimmung der orthogonalen Kurvenscharen, mit denen sich die - 
Verteilung der Schubspannungen über dem Meridianschnitt eines auf Verdrehung beanspruchten 
Rotationskörpers beschreiben läßt. Er zeigt sich dabei als echter Schüler Rungzes, nicht eigent- 
lich deshalb, weil er ein von diesem angegebenes graphisches Integrationsverfahren benutzt, 
sondern weil er sich voll und ganz die Gedanken seines Lehrers zu eigen gemacht hat, die dahin 
zielen, die sich in zunehmendem Maße auftuende Kluft zwischen der mathematischen Wissen- 
schaft und ihren Anwendungen so weit wie möglich zu überbrücken, und zwar dadurch, daß 
mathematische Methoden entwickelt werden, die den Ingenieur befähigen, seine Untersuchungen 
__ auch wenn sie diffiziler Art sind — bis zum erforderlichen zahlenmäßigen Endergebnis durch- 
zuführen. Fragen der numerischen Mathematik, die einem GAuss auf Schritt und Tritt begegneten 
und von ihm auf Grund seiner engen Berührung mit den Anwendungen noch für erforschens- 
und beantwortenswert gehalten wurden, waren zu Beginn unseres Jahrhunderts für den über- 
wiegenden Teil der forschenden Mathematiker uninteressant, und so bedeuteten die Gedanken 
RunGss und seines Schülers WILLERs einen kühnen Vorstoß in ein zu Unrecht vernachlässigtes 
Gebiet der Mathematik und in vielerlei Hinsicht in völliges Neuland. 

Unter diesem Gesichtspunkt ist es auch bezeichnend für WILLers, daß er im Herbst 1908 
für ein Jahr als Assistent für Darstellende Geometrie und Graphische Statik an die Technische 
Hochschule nach Danzig ging und dort die Gelegenheit suchte, mit der Gedankenwelt. des In- 
genieurs in engere Berührung zu kommen. Vorher war er im unmittelbaren Anschluß an seine 
Promotion kurze Zeit als Assistent am Geophysikalischen Institut der Universität Göttingen 
tätig, um dann bald seine Staatsprüfung für das Lehramt in Mathematik und Physik abzulegen 
(Mai 1907) und sein pädagogisches Ausbildungsjahr, ebenfalls in Göttingen, zu absolvieren. Er 
ging dann auch nach seiner Rückkehr aus Danzig in den Schuldienst und unterrichtete an hö- 
heren Schulen in Göttingen, Wilhelmshaven und Bünde (Westf.) und seit Oktober 1911 am 
Mommsengymnasium in Charlottenburg. 

Aus allen diesen Jahren stammt eine Reihe von Arbeiten, die teilweise in das Gebiet der 
Physik hineinreichen [3], [4], [5] oder sich mit Fragen der Ballonfahrt — der er sich übrigens 
selbst gern hingab — beschäftigten [7], [8], sich dann aber immer mehr und mehr auf die Inte- 
gration als einen geometrisch-konstruktiven und kinematisch reproduzierbaren Vorgang konzen- 


trierten. Die Differentialgleichung, auf die er beider Untersuchung der Steighöhe von Drachen stieß, 
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stellung gegeben hatte [9], widmete er sich mit klarem Blick für Vesentliche u 
ordentlichem Fleiß im Zusammenwirken mit seinem Lehrer Carı Runge der 
großen Artikels „Numerische und graphische Quadratur und Integration gewöhnlicher ı 
tieller Differentialgleichungen“ für die Enzyklopädie der Mathematischen Wissenschaft 
Es scheint keinem Zweifel zu unterliegen, daß die Hauptlast dieser Arbeit auf ihm ruhte. Al 
kam dadurch zu einer wohl vollständigen Kenntnis der damals vorhandenen einschlägigen 
teratur und zu dem umfassenden Wissen, das ihn in den späteren Jahren dazu befähigte, B 
eigenen reichen Gedanken auf diesem Gebiet geschlossen darzulegen. Es entstanden seine be 
kannten Göschenbändchen „Graphische Integration“ (1920), „Numerische Integration (1923) j 
und „Mathematische Instrumente‘ (1926), [13], [14], [15]. i 


WILLERS, dessen Tätigkeit während des ersten Weltkrieges durch zweimalige 2 
zum Heeresdienst unterbrochen worden war, hatte sich inzwischen mitElseHueg verheiratet (1916) 
und erfreute sich eines Sohnes und einer Tochter. Den Schicksalsschlag, der ihm 1923 den erst 
sechsjährigen Sohn wieder nahm, hat er nie ganz verwunden. Es ist aber bezeichnend für seine 
Schaffenskraft und seine Zielstrebigkeit, daß er sich dadurch nicht niederzwingen ließ und sich 
noch im gleichen Jahr an der Technischen Hochschule Berlin-Charlottenburg habilitierte. Auf \ 
Grund der Habilitation erhielt er an der Landwirtschaftlichen Hochschule in Berlin einen Lehr- 
auftrag für Darstellende Geometrie und Praktische Mathematik und nach einem Jahr, im Oktober 
1924, einen Lehrauftrag über Mathematik und Mechanik für Berg- und Hüttenleute an der Ber- 
liner Technischen Hochschule. Er arbeitete in dieser Zeit an der Ausgestaltung seiner bisherigen 
Veröffentlichungen und brachte im Jahre 1928 seine „Methoden der Praktischen Analysis“ 
heraus [17]. Sie waren völlig anders geartet als das drei Jahre vorher in der gelben Sammlung er- 
schienene Buch ‚‚Numerisches Rechnen‘ von Rungz-Könıc und füllten eine empfindliche Lücke 
nicht nur im deutschen, sondern überhaupt im internationalen Schrifttum aus. Hier wurden die 
bis dahin bekannten Verfahren der graphischen und der numerischen Analysis, die dem wissen- 
schaftlich arbeitenden Ingenieur und Naturwissenschaftler dazu dienen können, seine Unter- 
suchungen bis zu einem zahlenmäßigen Endergebnis durchzuführen, in einer gediegenen Auswahl 
und trotzdem in einer bisher nicht erreichten Vielfalt und in mathematisch einwandfreier Form 
angeboten, wobei es die zahlreichen den Anwendungsgebieten entnommenen, durchgerechneten 
Beispiele dem Leser erleichterten, sich in diesen Zweig der angewandten Mathematik einzuleben. 
Mit diesem Buch leistete er auf seinem Gebiet eine ausgesprochene Pionierarbeit, und es ist be- 
merkenswert, daß dieses Werk noch zwanzig Jahre nach seinem Erscheinen in Amerika übersetzt 
wurde [59]. Die Stellen, in denen es in der gesamten Weltliteratur immer wieder zitiert worden 
ist und noch zitiert wird, dürften kaum zu erfassen sein. In den Jahren 1950 und 1957 erlebte es 
in überarbeiteter, verbesserter und erweiterter Form seine zweite und dritte Auflage. 


In dem gleichen Jahr 1928, in dem dieses sein Hauptwerk erschien, wurde WILLERS als 
ordentlicher Professor für Mathematik und Darstellende Geometrie als Nachfolger von PAPPERITZ 
an die Bergakademie Freiberg berufent). Mit der ihm eigenen Tatkraft entfaltete er in diesem 
neuen Wirkungskreis, der endlich seiner Bedeutung gerecht wurde, eine Tätigkeit, die ihn ganz 
als echten angewandten Mathematiker erkennen ließ. Er hielt nicht nur weit über die lehrplan- 
mäßige Behandlung der Mathematik und Darstellenden Geometrie hinaus Sondervorlesungen 
über Nomographie, Vektoranalysis, numerische Methoden der praktischen Analysis, über 
Differentialgleichungen der Physik und Technik, über Finanzmathematik und mathematische 
Statistik in Technik und Wirtschaft, sondern entwickelte darüber hinaus eine seiner neuen Um- 
gebung aufs beste angepaßte Forschungstätigkeit. Einem von ihm selbst in „‚Blätter der Berg- 
akademie Freiberg“ (1934, Heft 12) zusammengestellten Bericht kann man entnehmen, daß er 
sich, zum großen Teil angeregt durch die praktischen Erfahrungen der technischen Institute, mit 


großem Erfolg der vielseitigen Probleme annahm, die an ihn herangetragen wurden. Neben der 


Untersuchung gedämpf ter Pendelschwingungen, für die sich die Markscheider interessierten, waren 
es wieder die Integration g 


| ewisser Differentialgleichungen und die Lösung von Randwertauf- 
gaben, mit denen er sich zu befassen hatte. Vor allem ne traten BR statistische OE 
bleme an ihn heran. Eine Reihe wichtiger Veröffentlichungen entstand in dieser Zeit [18], [19] 
[21], [22], [24], [25], [26], [28], [33], und der Keim zu weiteren Arbeiten, die erst später erschienen. 
wurde gelegt [29], [32]. Daß er sich daneben, unabhängig von den Tagesfragen, weiterhin mai 
Problemen der praktischen Analysis befaßte, ist selbstverständlich [20], [30], [40], 144], [57]. 


1) Die folgenden Hinwei HRS? : Anne. : ; 
O0. Fam ır En Breiberg‘ inweise auf Wırrnrs’ Freiberger Tätigkeit verdanke ich Herrn Prof, em. Dr.-Ing. 


FRIEDRICH AnoLF WILLERS, sein Leben und Wirken B) 


r 


Leider fand im Jahre 1934 Wırrers’ Tätigkeit in Freiberg ein vorzeitiges und wenig erfreu- 


_ liches Ende. Durch die übrigen Mitglieder des Lehrkörpers gedrängt, sah er sich gezwungen, 


energisch auf eine Hebung des stark abgesunkenen Leistungsstandes der Studierenden hinzu- 
wirken. Das führte zu einem heftigen Gegensatz zwischen ihm und der Studentenschaft, den die 
damals herrschende NSDAP ausnutzte. Auf ihren Einfluß hin mußte WırLers gegen den Willen 
des Professorenkollegiums um seine Emeritierung nachsuchen. 


In dieser für ihn so überaus schwierigen und heiklen Lage fand er in TREFFTzZ in Dresden 
einen zuverlässigen und hilfsbereiten Freund. Mit ihm kam es über die menschlichen Beziehungen 
hinaus zu einem lebhaften wissenschaftlichen Gedankenaustausch, der zu einer ganzen Folge 
von beachtenswerten Arbeiten auf dem Gebiete der Elastizitätstheorie führte. Nach einem zu- 
nächst noch mit TREFFTZ gemeinsam verfaßten Aufsatz [31], in dem für die kritische Schubkraft 
beim Ausbeulen rechteckiger Platten erstmalig eine brauchbare untere Schranke angegeben wurde, 
erschienen in den folgenden Jahren und auch noch nach Trerrtz’ Tode mehrere bedeutsame 
Arbeiten [41], [42], [43], [45], [46], [47], [56], in denen es sich durchweg um Rand- und Eigenwert- 
probleme handelte, die sich bei der Deformation von Platten unter dem Einfluß verschieden- 
artigster Belastungen und Randbedingungen ergeben. In einer der letzten Arbeiten dieser Kate- 
gorie [47] wird an Hand der aus einem Variationsproblem abgeleiteten Differentialgleichung und 
mit Hilfe der aysmptotischen Entwicklung ihrer Lösungen nachgewiesen, daß es beim Knicken 
langer Gestänge sehr wesentlich auf deren Eigengewicht ankommt. WILLERS korrigierte damit die 
unter den Ingenieuren herrschende Vorstellung, daß die Wirkung des Eigengewichtes auf die 
Knicklast vernachlässigbar sei. Wie großen Wert er auf die Verbindung zur Ingenieurpraxis 
legte, geht daraus hervor, daß er die Ergebnisse aller dieser und verwandter Untersuchungen in 
kurzer Form der Zeitschrift des Vereins Deutscher Ingenieure (ZVDI) zur Verfügung stellte [34], 
[35], [36], [37], [38], [49], [50]. 

Diese sehr klar abgegrenzte Schaffensperiode, in der die Behandlung von Rand- und Eigen- 
wertproblemen an Hand elastomechanischer Probleme vorherrschte und in der er wichtige Bei- 
träge zur Eigenwerttheorie liefern konnte, wurde während des zweiten Weltkrieges durch eine 
intensive Beschäftigung mit den mathematischen Instrumenten abgelöst. In rascher Folge er- 
schienen im Archiv für Technisches Messen von Beginn des Jahres 1940 ab 30 Arbeiten über 
Rechenmaschinen, über die Grundlagen der Flächenmessung, über die verschiedenen Arten von 
Planimetern, über die Grundlagen und die instrumentelle Durchführung der harmonischen Ana- 
lyse, über Kurvenmesser, Differenzier- und Integriergeräte [53]. Das Erscheinen der letzten drei 
dieser Arbeiten, die sich mit dem Rechenschieber, mit Rechentafeln und Rechenwalzen und 
schließlich sogar kurz mit Rechenautomaten befaßten, verzögerte sich, bedingt durch den Krieg, 
bis 1950. Es war damit aber die Grundlage für das 1943 herausgegebene Buch ‚Mathematische 
Instrumente‘ [54] geschaffen, das in einer bis dahin nicht erreichten Vollständigkeit alles das 
zusammenfaßte, was damals über mathematische Geräte, ihre Theorie und ihre Verwendung be- 
kannt war. Es erschien 1949 in russischer Übersetzung [61]. 

Mit größtem Interesse verfolgte WILLERS die inzwischen mächtig vorangegangene Ent- 
wicklung von großen Integrieranlagen und Differentialanalysatoren zur mechanischen Lösung 
komplizierter Differentialgleichungen und machte die technische und die übrige wissenschaftliche 
Welt auf diese Fortschritte aufmerksam [55], [66]. Dieser neue Stand der Dinge und das Auf- 
kommen der ersten elektronischen Rechenanlagen, an deren Entwicklung übrigens auch bald in 
seinem eigenen Institut von seinen Mitarbeitern gearbeitet wurde, veranlaßten ihn zu einer Er- 
weiterung und Umarbeitung seines Buches über Mathematische Instrumente und sogar zu einer 
Abänderung des Titels in „Mathematische Maschinen und Instrumente“ [63] (1951). 

Es konnte nicht ausbleiben, daß WILLERs, obwohl seine Forschungen stets nach der mo- 
dernen Entwicklung und den in Zukunft noch zu erreichenden Fortschritten ausgerichtet war, 
auch auf die Vorgeschichte der Methoden der praktischen Mathematik stieß und ihr seine Auf- 
merksamkeit schenkte. Sein 1949 erschienenes Bändchen über ‚‚Zahlzeichen und Rechnen im 
Wandel der Zeit‘ [62], und seine Aufsätze über eine Netztafel aus dem 15. Jahrhundert [39] 
und über die Frühzeit der Rechenmaschinen [65] legen davon Zeugnis ab. 

Es hat fast 10 Jahre gedauert, bis WILLERS nach seiner erzwungenen Eremitierung wieder 
vollständig rehabilitiert wurde. Er durfte zwar von Aprıl 1939 an den erkrankten Dresdner Ordi- 
narius M. Lacatıy vertreten und erhielt im November desselben Jahres einen Lehrauftrag für 
Praktische Analysis an der Technischen Hochschule in Dresden, aber erst 1944 wurde er wieder, 
nachdem noch zwei Jahre vorher die politischen Behörden Sachsens eine Berufung nach Prag ver- 
hindert hatten, ordnungsgemäß auf den Dresdner Lehrstuhl für Angewandte Mathematik als 
Lacatıys Nachfolger berufen. 

Er hat sich diesem Amt nicht lange ungestört widmen können. Als Dresden am 13. Februar 
1945 ein Opfer des wohl größten Luftangriffes des zweiten Weltkrieges wurde, ging auch das 
Mathematische Seminar in Trümmer und verlor außer den Räumen die Bibliothek fast vollstän- 
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dig. Erst am Tage vorher hat 
von WILLeERs die Genehmigung & 
nehmen. Als ich im Sommer 1945 wieder zur Technisch 
des Zeunerbaues zwei Zimmer für das auch personell au 
Seminar und die kimmerlichen Reste der Bücherei „e chtet““. ] 
in denen nicht Trümmer beseitigt und das Regenwasser von den Trep! 
matische Diskussionen geführt und die Ausarbeitung künftig vielleicht wiec 
Vorlesungen in Angriff genommen. Es war in den folgenden Jahren Wızı 
44 losem Schwung, mit nie erlahmender Energie und mit bewundernswertem ( 
= sogar physische Arbeit leistend, an den inneren und äußeren Aufbau seiner Hochsch: 
2 Lehrbetriebes heranging. Als die Hochschule 1946 trotz aller Trümmer und Ruinen 
> wieder öffnete, war er es, der vor den Hörern aller Fakultäten die Eröffnun gsvorlesung hi 
De Unterstützt durch seine wenigen Kollegen und Mitarbeiter war er in der Lage, in den kommende ae 
2 Jahren eine vollständige Ausbildung von Mathematikern, anfangs von Lehrern und von Diplom- 
B j mathematikern, später nur von Diplommathematikern, durchzuführen, und dies nach einem von 
ihm aufgestellten Plan, der, als er ihn 1955 auf der GAMM-Tagung in Berlin vortrug, als in vieler I 
Hinsicht beispielhaft auch für andere Technische Hochschulen Anerkennung fand. i 5’ 
Um seinen Hörern den Übergang von der Schul- zur Hochschulmathematik zu erleichtern, 
faßte er damals die mathematischen Anleitungen und Aufgaben, die er während des Krieges zu- 
sammen mit seinem Kollegen C. Weser den als Soldaten an den Fronten stehenden Studenten x 
hatte zugehen lassen, in seinem Buch über „Elementarmathematik“ zusammen. Dieses ist in" 
zwischen, mehrfach verbessert, in neunter Auflage erschienen, und WIELERS wies manchmal zit 3 
einem eine gewisse innere Genugtuung verratenden Schmunzeln darauf hin, daß die inzwischen 
auf etwa 50000 Exemplare angewachsene Gesamtauflage mit der eines lesenswerten Romans ver- 
gleichbar wäre. v 2 
Als Dekan der pädagogischen Fakultät und danach als Dekan der Fakultät für Mathe- 
matik und Naturwissenschaften, als Vorstand der Abteilung für Mathematik und Physik 
und als Fachrichtungsleiter für Mathematik hat er viele Jahre lang an verantwortungsvoller 
Stelle bedeutsame, für die Entwicklung der Hochschule, insbesondere aber des Mathematischen 
Seminars entscheidende Arbeit geleistet. Seine und seiner Mitarbeiter Vorschläge sind maß- 
gebend für die Pläne gewesen, nach denen die neuen, in den Jahren 1954—1956 fertiggestellten 
Gebäude für die mathematischen Institute errichtet und eingerichtet worden sind. 


Wie wenig es äußere Schicksalsschläge vermochten, ihn in seinem Tatendrang zu hemmen, 
ja wie sie vielleicht sogar seine Energie steigerten, wurde noch an anderer Stelle besonders deut- 
lich. Alsernach Dresden kam, gab TrErrTz als Nachfolger des 1933 zur Emigration gezwungenen 
v. Mıses die von diesem 1921 gegründete Zeitschrift für Angewandte Mathematik und Mechanik 
heraus. Er zog WILLers bald zur Mitarbeit heran, und als TREFFTZ 1937 starb, übernahm Wir- 
LERS die Herausgeberschaft dieser schon damals in hohem Ansehen stehenden Zeitschrift, um sie 
bis in die letzten Wochen vor seinem Tode innezuhaben. Als in dem ersten Jahr nach dem Zu- 
sammenbruch des Hitlerregimes alles wissenschaftliche Leben und alle wissenschaftliche Ver- 
legertätigkeit darniederzuliegen schienen, gelang es ihm, in Zusammenarbeit mit dem Akademie- 
Verlag die ZAMM als erste deutsche mathematische Zeitschrift nach dem Kriege wieder erschei- 
nen zu lassen. In den zweiundzwanzig Jahren seiner Herausgebertätigkeit sind weit über 1400 für 
die Zeitschrift eingereichte Manuskripte durch seine Hände gegangen, und der Kreis der Autoren 
und der regelmäßigen Bezieher ist heute dank seiner sorgfältigen und verantwortungsbewußten 
Arbeit über die ganze Welt verbreitet. 


Es war nicht nur eine Wiedergutmachung des ihm angetanen Unrechts, sondern eine in 
jeder Hinsicht wohlverdiente Anerkennung seiner außerordentlichen Leistungen, die er als Lehrer, 
als Forscher und als erfolgreicher Träger akademischer Ämter vollbracht hat, als ihm 1953 aus 
Anlaß seines 70. Geburtstages mannigfache Ehrungen zuteil wurden. Nachdem er schon 1952 an 
die Akademie der Naturforscher (Leopoldina) zu Halle/Saale berufen worden war, wurde er nun- 
mehr auch Mitglied der Sächsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. Von der Regierung 
der Deutschen Demokratischen Republik erhielt er den Nationalpreis, und die naturwissenschaft- 
liche Fakultät der Technischen Hochschule Darmstadt, mit der er stets freundschaftlich ver- 
bunden war, verlieh ihm die Würde eines Ehrendoktors. Im Jahre 1955 ernannte ihn die Deutsche 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin zum Korrespondierenden Mitglied. 


Alle diese Ehrungen vermochten nichts an seiner Bescheidenheit zu ändern. Seine Schüler 
haben ihn stets dankbar verehrt und ihm hohe Achtung entgegengebracht. Sie heben die Gedie- 
genheit und Klarheit seiner Vorlesungen hervor und rühmen seine Gerechtigkeit, seine Aufge- 
schlossenheit für ihre persönlichen Sorgen und seine Hilfsbereitschaft. Er war nicht immer ein 
bequemer Lehrer und Chef, sondern erwartete von seinen Mitarbeitern, daß sie an sich selbst hohe 
Anforderungen stellten, ging ihnen dabei aber mit bestem Beispiel voran. Es war nicht sehr leicht, 
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‚ doch wer es 
\ufrichtigkeit empfand er tiefen Abscheu vor jeder aufgeblasenen und 
haftigkeit, und in manchem Gespräch schwang die Bitterkeit mit, die seine 

ht reichen Erfahrungen in ihm hatten aufkommen lassen. Jedoch trug er als Kind 
ddeutschlands sein Herz nicht auf der Zunge. Was ihn bedrückte, verschloß er lieber in sich, 
men Mitmenschen damit behelligte; vielleicht neigte er im Grunde seiner Seele zur 
samkeit. ? 


A 
_ — _ Erlitt außerordentlich unter der fortschreitenden Zerrissenheit Deutschlands und machte 
_ nach dem Kriege seinen ganzen Einfluß geltend, damit wenigstens in der Mathematik die Einheit 
' gewahrt bliebe. Seinem auf seinen bedeutenden wissenschaftlichen Leistungen und seiner persön- 
lichen Lauterkeit beruhenden Ansehen ist es zu einem großen Teil mit zu verdanken, wenn heute 
_ die Gesellschaft für Angewandte Mathematik und Mechanik (GAMM), deren stellvertretender 
_ Vorsitzender er bis zu seinem Tode war, aus den Nachkriegsjahren als eine einheitliche Organisation 
_ wiedererstanden ist und diese heute nicht nur für beide Teile Deutschlands die auf ihrem Fach- 
gebiet maßgebende wissenschaftliche Organisation ist, sondern darüber hinaus in ihrem Mit- 
gliederbestand nach allen Seiten über die Grenzen des Landes hinausgewachsen ist und in Ost und 
West — unabhängig von der politischen Konstitution des betreffenden Landes — Fuß gefaßt hat. 
Wir fassen es als einen Teil seines Vermächtnisses auf, wenn wir in diesem Sinne weiterarbeiten 
- und uns bemühen, die aus der gemeinsamen fachlichen Arbeit hervorgehenden menschlichen 
- Kontakte mit unseren Kollegen in aller Welt und die Freundschaft mit ihnen weiterhin zu pflegen 
_ und zu vertiefen. 


Der Vorsitzende Der Herausgeber 
der Gesellschaft für Angewandte der Zeitschrift für Angewandte 
Mathematik und Mechanik Mathematik und Mechanik 
4 ROBERT SAUER HELMUT HEINRICH 
£ 
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ZUSAMMENFASSENDER BERICHT 
Intrinsic Equations of Spatial Gas Flow 


By C. TRUESDELL 


1. Purpose 

In view of several papers [Byushgens (1948), Thomas (1950, $3), Coburn (1952), 
Duncan (1957), Kanwal (1957)] on intrinsic formulae, it is thought worthwhile to write out 
simple, direct proofs, based upon acknowledged use of known results and unencumbered by 
elaborate notations or unnecessary restrictions and detours. 

Most of the formulae below have been obtained also by Serrin (1959). It is the aim of 
the present treatment to emphasize the generality and organization of the ideas and the tri- 
viality of the results, once this organization is achieved. 

We focus the analysis upon steady flow of a perfect fluid subject to no extrinsic force. 
The same lines of thought may be used to derive formulae valid in circumstances more general 
both kinematically and physically, but the case considered here seems to be the most general in 
which all results of this kind are simple in form and easy to interpret. It should be noted that 
the present work, in contrast with other treatments excepting that of Serrin, does not employ 
a special equation of state such as that for a perfect gas. 

For shortness of citing presumably well known results, the reader is referred to my exposi- 
tions, Truesdell (1952a, 1954), here denoted by T1 and T2, where full historical references 
are given. 


2. Formulae from the differential geometry of curves 


For a curve with principal triad t, n, b, let d/ds, d/dn, d/db denote the corresponding direc- 
tional derivatives, and let x and r be the curvature and torsion. Now let v, which we choose to 
interpret as the velocity of a point in motion along the curve, be any non-vanishing, twice con- 
tinuously differentiable tangent vector, so that t=v/v. From the Serret-Frenet formulae 


we have 
dv dv 


en = st +vien, 
dv @ dv d r 5 
V D V x l 
—— — — — :(rb—xt 
I traten torte = 
Hence follow by inspection numerous formulae for x and r, among which we record!): 
dv dv 
De IX | 
dv 
u Pr ( 2 
D X b — V x ds E} f ® (2) 
AIR V ER TEE 
Pre na 02 ds? | 


3. Acceleration on a eurve 
The acceleration a of a point moving on the curve so that s = s(l), where £ is the time, is 


given by 
dvds dv dv 
— —— — Eee 1 2 % n . . . . . . . . B 
Ena "ds ee er 6) 

the second form, which is classical (e.g. Whittaker [1937, p. 21]), follows at once from (1),. 
As is plain from the derivation, (3), holds a fortiori when the curve is the path-line of a particle 
participating in the motion of a continuous medium?). In order that it hold also when x and n 
refer to the stream-lines, it suffices that these be steady, so that they coincide with the path-lines. 


1) Formula (2), seems to be due to Duncan (1957, Eq. (17)). 
2) However, dv/ds is not what is written in continuum mechanics as Ov/ds, but rather 
de _ 0 | „d 
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From (3), we see that all the formulae (2) may be rewritten as statements regarding the 
acceleration. In particular, (2), yields 
verbEva ee 


a formula which shows that the velocity and acceleration determine the binormal and the cur- 
vature. Itis a corollary of (4) that the curve is straight if and only if the acceleration is parallel 
to the velocity, as is obvious. From (2), we have \ 
da 
„v=b-vxa, a ee 


Thus v, a, and da/ds determine the torsion. It is a corollary of (5) that a curved line is plane if 
and only if da/ds lies in its osculating plane. 


4. Intrinsie formulae for trajeetories of veetor fields 
When v is a vector field, v = v(x), which we choose to interpret as the velocity field of a 
steady motion, the unit tangent field t, determines the stream-line pattern. We employ the 
classical invariants of the stream-lines (T2, $9): 


ER a De, dt 
O=divt, 2a. 2 VE Er (6). 


For the expansion, div v, and the vorticity, rot v, we have the formulae?) (72, Egqs. (9.5), and 


(9.13)) 


E dv 
IN rg ER - 
a 1 dv 
warotver av tn Her) a ee 


5 The formulae of $ 1 are easily rewritten in terms of invariants oft or ofv. E.g., (1), implies 
that 


un=ft-gradi u. 2 ee 
Likewise ; © 


dv 
vgradv=Dv 


so that all the formulae (2) may be replaced by others involving v - grad v. 


„2.2 AROE 


5. Acceleration of a steady veloeity field 
For the acceleration a of a steady motion we have the formulae of Euler and Lagrange: 


(ei 


1 
grad Wu. ah rt 


_ 


a=v-gradv=WxXVvV+ 


respectively. 


By using (11), and (10) we may derive again the formulae, some samples of which were 


given at the end of $3. Such a derivation is misleading because it uses field concepts when they 
are not really relevant. 


6. Special kinds of motion 

m Se field having a normal congruence of surfaces is called acomplex-lamellar field 
Gm 2). motion ıs acomplex-lamellar motion if its velocity is complex-lamellar (72 
$ 90), so that a necessary and sufficient condition is @ = 0. For any steady motion, —@ is the 
BR LIE of the orthogonal trajectories of the stream-lines (Weatherburn (1939) 
Be Va writting x and x’’ for the curvatures of the trajectories of the fields n 
a = Mari * un In a complex-lamellar motion the surfaces normal to the stream 
n cessarily ; u aın these trajectories, so that © = —K, where K is the mean curvature of 
ıe normal surfaces (Weatherburn (1939), p. 266 (footnote)) 
As an application of the remark 


2 just following (4), w j -i 
Kt a I have normal surfaces if and only if v ED ee ana TER rn 
ee cm a en stream-lines, the acceleration is complex-lamellar if and only if 
et Ri ex-lamellar. This trivial remark generalizes a theorem stated and derived 
orate way by Byushgens (1948, $4.3) and Coburn (1952, $5). Their studies 


®) Eq. (8) is due toMasotti (192 
ern a \ al, whose work I had not yet seen when writing 7 2. Levi-Civita called 


a 7 a 
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pertained to flows of perfect fluids, in which, when there are no extrinsic forces, the acceleration 
is always normal to the surfaces of constant pressure (cf. (18) below). It thus follows a fortiori 
and independently of the restrictions assumed by these authors that in every such flow with 
steady straight stream-lines the velocity is normal to the surfaces of constant pressure, as would 
seem to be dynamically obvious. 

A motion is circulation-preservingif and only if there exists an acceleration-potential, 
a=—gradp* (cf. T2, $48). By (11), a steady rotational circulation-preserving motion is 
characterized by Lamb’s Bernoullian Theorem (T2, 8 75), viz. 


wxv=—gad (pt) a a ee ha DE 


so that the stream-lines and vortex-lines lie upon the surfaces defined by @* + x v: = const., 
and pe 
d 1 


where © is the acute angle between the velocity and the vorticity, and where Io is the deriva- 
v 


tive in the direction normal to both w and v. From (8), (12) and (13) follows 


Keen 


a result apparently first observed by Coburn (1952, Eq. (3.3)) in special cases. As Coburn 
remarked, setting the right-hand side equal to a constant yields a necessary and sufficient con- 
dition that the surfaces containing v and w be parallel surfaces. Equivalently, 
cos xD re ins (15) 
ae» ee, Sa ter en Meike . 
The foregoing is but a sample of the many interesting kinematical theorems that hold in 
eireulation-preserving motions (cf. T2, Ch. IX). Since gas flows are but rarely circulation-pre- 
serving®), these results are of little application to them. 


wvsind = mu), 


7. Consequence of the continuity equation 
From (7) and the equation of continuity for a material of density o we have 


2 dv i d 
O=aiven=elg trotz a (16), 
or 
en n a De: 
ds REETEr | 


This is an exact form of the common statement that ov A = const. along a stream-tube?) of 
‘“‘s . 
area’ A. 


4) Characterization of the physical eircumstances in which flows of perfect or viscous fluids are circu- 
lation-preserving may be found in $49 of 72. 

5) Consider a stream-tube swept out by stream-lines near to a given stream-line %; describe two cross- 
sections a, and a, (see Figure), which need not be normal. Applying Green’s theorem to the volume vd bounded 
by a, a,, and the stream tube yields 

Sdivtdv= ft-dA— fSt:-dA, 
v dg a, 
where the elements of area dA in both cases point down- 
stream. Now assign a particular continuous set of cross- 
sections a(s) along % and define their normal cross- 
sectional area A(s) at P by 
As)= St-dA. 
as) 
Then we have 


Sdivto=A(s + As) — 4(s). 
1) 


Since the volume of the stream-tube included between A (s + As) and A(s) is A(s) As + O((4s)?), we obtain 


ne a Fe 
A—0 ds 


(While A(s) varies with the choice of the particular family of cross-sections, this limit does not). 


Anmerkung der Schriftleitung: Im Bild sind die Buchstaben L, Aı, As durch £, aı, a, zu ersetzen. 
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A typical application of this formula is as follows: In order that og v = const. along a stream- 
line of a complex-lamellar motion, it is necessary and sufficient that the mean curvature of the 
orthogonal surfaces be zero along the stream-line. In order that ov = const. along each stream- 
line, it is necessary and sufficient that the normal surfaces be minimal surfaces. This generalizes 


results of Caldonazzo, Hamel, and others (T'2, p. 38). 


8. Consequences of the dynamical equation 
From Euler’s dynamical equation for a perfect fluid subject to no extrinsic force, viz. 


oa =—-gradp u ee Be Tr 
p being the pressure, by (3), we have 
dv dp Sean dp 
ie — or —— = ee 
ads er ans a db (19) 


Thus the pressure is constant along each trajectory of the binormals; in other words, the trajec- 
tories of the binormals lie upon the surfaces of constant pressure. Moreover, a point of inflexion 
or higher contact oceurs upon a stream-line if and only if the variation of pressure along the 
trajectory of the prineipal normal experiences an extreme there, and the stream-lines are straight 
in a region if and only if the pressure is constant along the trajectories of the principal normals. 
Restating this last result, we see that the stream-lines are straight if and only if their normal 
planes envelope the surfaces of constant pressure, this being an alternative proof of an immediate 
consequence of the trivial result mentioned just after (4). 


From (18) and (4) we obtain 
or®b=-—- vxXgradp . 22 uud a Bee 


in particular, the binormal direction at a point where the stream-line is curved is the direction 
normal to the plane determined by v and gradp. Thus the directions of flow and of 
maximum pressure increase determine the binormal and principal normal 
directions. From (18) and (5) follow 


exvi= b-adp XV. emman x glg eadp) 0... 2). 


These formulae express the curvature and torsion of the stream-lines directly in terms of the 
pressure gradient; the former, apparently, is due to Kanwal (1957, Eq. (19)). 
According to Kelvin’s theorem, for (18) to be consistent with circulation-preserving flow 
there must be a barotropic relation /(p, 0) = 0. In this case g* — | ar ‚so the results (12), (13), 
ee 


(14) acquire interpretations in terms of the pressure. 


9. Consequences of the equation of state 


We now assume that an equation of state of the form f(e, 7, 0) = 0 holds, where ei 
a ‘ & un» EIER u u ; Te eis t 
spe re gy and n is the specific entropy, and we assume that this equation may be mir 
= y for any one of its variables as a continuously differentiable function of the other two®). 
Since pressure and absolute temperature satisfy p — — (2e/d (1/o))n, 8 = (deln), from (11) 
and (18) we straightaway derive the C rocco-Vazsonyi Theorem (r1, $5): = : 


WxvV=9gadn grade a 
where A,, the total enthalpy, is givenbyu=h+ = v,h=e&-+ p/o. From (8) and (22) folows 
dn dh 
I Fr gan Fa is dn__dh, _ dv ‘ 
s s dn dn dn)’ dh. De EaR 


°) In the terminolo a 
gy of TI, 
there is an equation of a ( 


S - jr . ” ’ * 4 
3 4, the fluid is tri-variate. In particular, piezotropie fluids, for which 
analysis, and some of the res 


not merely a barotropie relation 
1} of the f = 
ults are in fact not valid for In MEHR EREIIE 
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Alternatively, 


dn dh dv dnsizidh daR di: 
ypeal el! er ir he 
Li ee: 


en dr ZN ren (2A), 


(ef. Coburn (1952, Eq. (4.28))). 


10. Consequences of the equation of energy 


Thus far no use has been made of the principle of conservation of energy. When there are 
no dissipative mechanisms such as viscosity or heat condition, and when the equations of mass 
(16), and momentum (18) are satisfied, for a steady flow this condition is equivalent to either of 
the alternative forms (T1, 88 6—7): 


Mg dh, _ 


se De ne 2 a 


If, as is customary in gas dynamics, we impose the stronger condition Ah, = const., the left-hand 
sides of (23) are simplified (cf. Kanwal (1957, Egs. 32, 43, 44)), and we obtain formulae for the 
entropy in terms of the stream field. 


Defining the "speed of sound“, c, formally by @ = (öp/öo),, from (3), and (18) we have’) 


dv do do op\ dn do op\ d 
DD — — 2, — 2 == 2 5 — — == 2. = —— y 
et Ei a +) ar ia ko a 22% 
Putting M =v/c, we may write (26), in the form 
dlogv dlogo 
_— 2 en == 
Mi nz MEINES RHNBBERERENDERE GER 


Combination of (27) and (17) yields the classical expansion-contraction formula for the stream- 
tubes®): 


Me) + 92 nn. 


From (28) we may infer at once for a spatial flow the elassical results concerning behavior at a 
throat that are usually presented in terms of the hydraulic theory?). 
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Halbebene mit periodisch gewelltem Rand und periodischen 
Einzelkräften und Momenten 


Von C. WEBER 


Grund der Untersuchung 


Bei Zahnrädern treten außer in den Berührungspunkten der Zähne hohe Randspannungen 
in den Zahnlücken auf. Bisher können diese nur auf spannungsoptischem Wege bestimmt wer- 
den. Für die Berechnung der Spannungen in der Zahnlücke kann die äußere Zahnkraft durch 
eine Normalkraft, eine Tangentialkraft und ein biegendes Kräftepaar am Zahne ersetzt werden. 
Bei der Untersuchung der Spannungen kommt es auf die Form der Zahnlücke und weniger auf 
die Gestalt des Zahnkopfes an. Infolgedessen wird die nachfolgende Untersuchung es ermög- 
lichen, die Spannungen theoretisch zu bestimmen. 


Abbildungsfunktion!) 


Die Koordinaten der Halbebene mit geradem Rande seien £ und n=0. Durch die Abbil- 
dungsfunktion 


N 
zeit Neon 
1 


. (1), 
z=r+iy, (=E+im 
bzw. 
N 
=i— Yasunketm ee 
1 
N 
yz723 net a EEE . (ib) 
1 


wird die Halbebene auf eine Halbebene mit periodisch gewelltem Rand abgebildet. 
Der Rand n = 0 geht über in die gewellte Linie 


R 
zra=E— Ya,sinn£, 
1 


N 
Yra=+%a„cosnE, 
1 


Diese Linien nehmen wir als Begrenzung der Halbebene mit periodisch gewelltem Rand. Hierbei 
be Linie x Ee 7, & 2x Symmetrielinien der Wellenberge und Wellentäler. Durch Hinzu- 
ügung von it cosn& für x i ür N 

ügung von ( iedern mit cosn& für x und sinn für y lassen sich auch Begrenzungen ohne 
Symmetrielinien bilden. 
Br Fürn— oo geht x — E und n—> 3, so daß für diese Grenze die {-Ebene in die z-Ebene über- 


k Bei Untersuchung von Zahnlücken wird sc] 
nügende Näherung geben, wenn die F 


ıon eine geringe Anzahl von Gliedern eine ge- 
orm des Zahnes selbst von geringerer Bedeutung ist. 


ı) Mit Hilfe derselben konformen Abbildung habe ich früi i i i 
in x-Richtung gezogen wird, behandelt, siehe ZAMM Br re Br 
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Randbelastung durch periodische Zugkräfte 


Als Randbelastung in der z-Ebene nehmen wir periodisch angeordnete Zugkräfte in den 
Punkten = 0, + 2 usw., siehe Bild la. Die Kräfte fallen dann mit Symmetrielinien der 
Randkurve zusammen. 


Bildla und 1b 


Die Randbedingungen für die Airysche Spannungsfunktion F in der z-Ebene lauten: 
—22r<r<O Fr=C, 
<re<2r Prv=@-x;, 
Dot A TE Fra=C+r+(e—2n) usw. 


bzw. 
—2r<r<0 Ei —(, 
0x Bi 
ee, (=) =, 
0% nr 
Di a Az; =) —2 USW. 
OR na 
und 


Für 2, erhalten wir einen stufenförmigen Verlauf, während = gleich Null ist. 
Rd 


Rd 
In der &-Ebene bleibt der Verlauf von 2 und 2 derselbe. Wir drücken = 
Rd Ra 0x Rd 


in & aus und erhalten 0% 0) 
oF 1 E Ren ; 
a 2 v kt 
© 5 Fr 2 + periodische Funktion 
siehe Bild 1b. Wir zerlegen diese periodische Funktion in eine Fourier-Reihe. Damit wird: 
oF 1 = IX 1. 
syn Gl er FE rs 
a 2 e 27 Mr 1 2 kn s @a), 
2 a N ers ae  z (2b) 
0y Rd 


Darstellung von F 


Wir wählen die Potentialfunktionen o, = Re f,(z) und @, = Re f,(z) und machen für F den 
allgemeinen Ansatz: 


0 
£ = ty m a ee (3) 
Hieraus 
oF rn op, 0°Y 09, 
Er Ele Dee lei eu (3a), 
2 
oF 09, 0295 (sb), 
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Der Ansatz ist so gewählt, daß - eine möglichst einfache Form annimmt. Die Potential- 


funktionen 9, und 9, drücken wir nicht durch x und y aus, sondern ‚durch & und 7, indem wir 
annehmen, daß z in f,(z) und /,(z) durch ö nach Gleichung (1) ersetzt ist. 


= öF oF 
Bestimmung der nicht periodischen Anteile von 2E und — 


> 0 Ä re art 
Auf Grund der Randbedingung (2a) nehmen wir für 3 als nicht periodischen Anteil die 


Potentialfunktion S + .— ; dann wird 7 gleich der negativen konjugierten Potentialfunk- 
7 


tion — = , diefür den Rand den Wert Null gibt. Das gibt für große Werte n, also für y„>n7— © 
IT 


die Spannungen > 
5 5 &F 1 ®F 


1 
ui 7 Sue 7 A "27% 
Die Spannung 0, = en können wird durch die Überlagerung einer Zugbelastung in x-Rich- 


tung beseitigen. Die Lösung für eine solche Zugbelastung befindet sich in dem angeführten Auf- 
satze!). Wir wollen uns damit hier nicht weiter befassen. 


2 
Ansatz für "p und Bestimmung von 9Pı 
oy* oy 
Die periodischen Anteile der Funktionen a : Pr und pa sind entsprechend der 
02” 0x 0x 0y 
Randbedingung (2a) sin-Funktionen von &, infolgedessen werden a ; 2 und en COS- 
2 2 . 
Funktionen. Wir machen für °P und FR Ansätze mit noch freien Beiwerten 
9y? 0x 0y 
0°p [6 0] > Rp oo 
et C„cosm&emn, Ay em sinm&e mn 


so daß für n > oo diese Ausdrücke gegen Null gehen, (da für große Werte n bzw. y der Einfluß 
der Periodizität verschwindet, ähnlich wie bei einer Halbebene mit geradem Rand und perio- 
dischen Einzelkräften). 

Infolge der Randbedingung (2b) wird 


n=1l m=1 


0 0° ß) N oo 
& ed 2) =0, (2) +da,cosn&Yc„cosm&=ß, 
Rd oy /Ra 


ß%) N E) 
(=) = —) >: nn [eos (n +m)&E + cos(n— m)£]. 


0) Rd n=1l m=1 
Da alle periodischen Glieder für „— oo gegen Null gehen, wird 
op, N N Sa,c 
or A elau a > R- m [cos (n a m) E en+m)n n. cos In — m| & a | Te (4). 


n=lm=1 
Zu beachten ist, daß beim letzten Gliede 
cos (n— m)E = cos (m—n)E = cos|n — m|& 


ist, daß die Abhängigkeit von 7 aber e”|»—"In Jauten muß, also fürn > m... e-@—m)n und für 
mon:..e-in m|n, 


Was wird aber aus den Gliedern mitm=n? 
Nun, die geben in ‚drücken für 9A ] N i 
; g den Ausdrücken für 92 konstante Werte, die bedeutungslos sind, da 


oF Fr 


bei der Berechnung von , = _ „ und T,, = — = diese Glieder die Werte Null oeben 
Aus oy’ f 0x Oy 5 E 


Op, 
0 
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nach Gleichung (4) folgt nun weiter 


1 


! n "m 
mn sr+.— 33% 6). 


Diesen Ausdruck setzen wir in Gleichung (3a) ein; weiter berechnen wif die darin auftretende 
Potentialfunktion nn = 


[sin (n 4 m) € e7 (n+m)n 4 sin In —m| E e-"-min] 


Wir setzen 
® @ © 
2 = m cosm&emr—= Rey c„emt, 


m=1 m=1 
Hieraus 


m — we Re [3 er eim? dy == Re | In eimd dz 


es —de=n IPrZ el na, ent) at 
—,Re Is Di — Cm eime +2, Dr 7 Im ER Pe 


N © 
2 > m m CosmEeTer 4 2 2 —— Ay Cm cos (n + m) Ee-"ntmn, 
el ms EDS 2 m 


Weiter folgt daraus 
Se 


N © 
3: C„sinm&e-mn ı +2 Pe In In C„sin(n + m)&erwtmn, 
M= n=1 m=1 

Hiermit wird 


OR 1 & IV: © 


[sin (n + m) & e=-"+wn + sin In — m] & Re n] 
n=1m=1 2 


Harz eDuneer Sk 


n M= 


Lan Sinm Eon + I Msinmeerm 
+2 I - 4, „sin (n + m) &Ee="+mn, 


n=1m= 


Für den Rand n = 0 Fr hieraus 


oF ji 
ES +5 - 32° = 5" [sin (n + m) & + sin |n —m| &] 


n=1l m= 


=. no = [sin (n + m)& + sin (m —n) &+ Dr sinmeE 


m= 
5 u in (n + m)& 
— A. C„ sın (n m 
n m N m 


+ 
De SE Cn Sin (a mas mE + Dr sinms 


-2 Ir 6m sin (n +-m)E. 


n=1l m= 


Jetzt er wir den erhaltenen Ausdruck mit der Sr (2a) 


ad ensin mans + Drsnms— I 3 
n=1l m= 


n Ä E ( &% gs 
Ay Cm SIn (nr m)cs 
n=1l m= ‚arm 
= 2 . sin kE 
Tim X 


Dieses gibt die Bestimmungsgleichungen für die unbekannten Beiwerte c,. 
Wie sich die Berechnung gestaltet, werden wir bei zwei einfachen Beispielen sehen 


1] 
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Sind die Beiwerte c„ gefunden, so ist damit das en N Bee 
i f die Berechnung der Spannungen o,, T,, und o, eingehen. us den 
an Gr ned OF/dy folgen durch Differentiation nach x bzw. y die Spannungen. Die 
einzige Schwierigkeit bei der Berechnung liegt darin, daß Fox und oF/oy als a nn 
E und n gefunden sind, Wie die Differentiation durchzuführen ist, zeige ich am Beispiele der 
0F j 


Berechnung von 0, = Fr] 
OF Oyı 0°p, 
0y 0y rY 9? 
a2 und y Pr sind Funktionen von & und n. 
0 oy° 
0. [aF\ 0 (Dar, 2 ya 
= ay\oy) aylay)""ay\oy)  oy 
0 (pı\ & , 9 (Aypı\ On ee Fra? 
u A au )äy "?lae\ one) du "07 \Oy)öy| aye 
: 0 | : ‚9 
Zu beachten ist hierbei, daß O&£/dy nicht gleich 1: r und ebenso On/öy nicht gleich 1: & 
ist. Wir zeigen darum, wie diese Ausdrücke in &, n-Koordinaten zu berechnen sind. Uns ist 
z=f(Ö) 
gegeben; daraus folgt die Umkehrfunktion 
= g@). 
Dann wird 
05 2) _ m, x _ m; _ MA mE mt 
ee a Fe Im pr nr m zjde 
—= — Im ! = Sale > _ a ee I 
dr , ‚au [ar\e, (au\® 
er 73 er: 
Ebenso wird 
27 ox/dE oy/®n 


1 FR 


oy 0x\? oy\? — 7ox\a 0y\® 

ee re 
Jetzt können wir für jeden Punkt &,») und hieraus für jeden Punkt x, y die Spannung o, be- 
stimmen und in ähnlicher Weise auch die Spannungen T;, und o,. 


Von besonderem Interesse sind die Spannungen o, ra in Richtung der Randtangenten für 
die Randpunkte ohne Randbelastung. Hierfür erhalten wir in einfacher Weise, da die Normal- 
spannung 9, ra = Vist: 


ps 


OtRa,542nn = (0, + On)Rd,t#enn — AF„=0,8#2na >. (er 


Er 


j i 2 1 0° 2 \ . . 
Die zuerst gefundene Funktion een gibt uns verdoppelt unmittelbar die Spannung OYRra,5#2na 


als Funktion von £, da n=dDist, 


Beispiel 1 


Die Abbildungsfunktion für die Randkurve laute 


z=tH+imet 
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Dann fallen in Gleichung (6) die Glieder mit sin (n — m) & fort, und wir erhalten 


: | A Ile: 
De anne ler > ngauke 


1 


Wir setzen rechts für k die Werte 1, 2 usw. und nehmen auch links für m im ersten Gliede und für 
(m + 1) im zweiten Gliede dieselben Werte, so daß wir jeweils dieselben sin-Funktionen erhalten. 
Dann gibt der Koeffizientenvergleich: 


1 
ey 
Hieraus: 
1 1 
= = 1 3 
Tr ia) 
1 N 
Bi (kr) Frener 
1 1 
a a) neh 
1 


1 
= ER 


Wir sehen, daß für diesen Fall die Beiwerte c, einem einfachen Gesetze genügen. 


Es kommt aber noch besser: die erhaltene Reihe für o;ra,ge#2„. kann in geschlossener Form 
dargestellt werden! 


Hierzu schreiben wir 


Op; T 1 N 
9 „= 2|-, =2 3 — ——(l—atcoskd). 
ee | oy° E een 2 CA (dl ei a) } 
Für& #£2naist 2 + 2 cosk&=(), folglich 


a en Sea = 
== > re v =) EI 2a 1 k pikE 
OrRd,t#2nn = 2 2 Fa ai a, cosk£)=2Re Ser: ar ae | 


Pen 1 10% 1 EN Lore He 05E 
TE nl-a) 2 1—-de| "al—a)|2 1+@— 2a cosE 


1 t+a 
TB - 2ucHE 


le : 
Es’ sei aber hervorgehoben, daß die Lösung nur für 0,0 = — In alt, Das. =0 5 
muß noch die Lösung der Halbebene mit gewelltem unbelastetem Rand und o,,,-. = + nn 


überlagert werden. 
Beispiel 2 


Wir setzen z={& + a,e?'* und erhalten einen gewellten Rand mit der Periodenlänge z, 
während die Kräfte 1 im Abstand 27 angreifen. Auf die Weise ist jede zweite Einbuchtung 


(für a, > 0) bzw. jede zweite Randerhöhung (für a, < 0) durch eine Randkraft belastet. 
2*+ 
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Für die Beiwerte c, erhalten wir die Gleichungen: 


1 1 
a TR 

1 1 
g—-2,.= 7» 424,0 = 5 

1 1 
2 G—-2,4=— usw. 


mit der Lösung 


j| 1 24, ur u, c iR EM I£ 20 i 
re ersir=>2. j : zl1—2, 1—2% 
1 1 (29) 1 1 Aa) 
= — a — |, A a Er Pan a 
z\1—-2, 2(1-—9)(1— 20) z11—2% —2% 
zu Ir KCH. nn 
ee ea = 
2n 


1 S (2.0, er 
Dina mann = 2 I a ET I ae 1) E 


Damit wird für o,,y>0 = — 


1 


Das erste Glied gibt für &# 2nn den konstanten Wert — Er PR 


Glied werden umgeformt: 


SR T*, r en. 
22 a DE arm: 
1 


Das zweite und dritte 


Rn OS . 2 0, Be (et er 
 al-9)(l-20) 1—28e:t nal—a)(l—20)(+4a—Aa,cos2H) 
Fa 29cos 
al —g)(l+4a—A4a,cos2H 
und 
wear 2 = 
=) Das ET, > En! 9) ko—i2k: 
Ana gap 2 ke UI 2 0a) e 
<A 2 R 2 0, emit Er& 5 4@(cos25— 24) ß 
a(ll—20) 1—20,e2% a(1—2a)(1 +4 —20,c0s2£)' 
Damit wird 
1 2 £ 
Or Rd,t#onn = — ar ie 


Es 4@(cos22—2a,) 
z(l—2a)(1+48—4 a, cos 2) 


Fe 1+2% 2 2 0, cos E 
1449, —40c0525) al—a)(l +4 —4a,cos2E)' 


Ansätze und Randbedingungen für periodische Tangentialkräfte 


In den Randpunkten x = Re a 


. N 4 RSS ife a a . 
x-Richtung von der Größe —1 an. D + 4 usw. greifen tangentiale Kräfte in 


ann lauten die Randbedingungen 


DR: 
0% /pa 
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und 
für —2n <i<0..- ı =, 
NO ea 
ee ey 
9Y ]ra 
oF 
Iır<r<in:. ||. >=2 USW. 
Y/ra 
oder 
oF 1 & 1x1 
nr 


Für F machen wir jetzt den Ansatz: 
Op; 
er 2 
Pı y oy ’ 


0°; 
oy2 


oF _ 0pı pr a 


wor 0x0,” Bone 0 7Y 


Die weitere Untersuchung ähnelt so sehr dem ersten untersuchten Falle, daß ich die Leser damit 
nicht langweilen will. 


Ansätze und Randbedingungen für periodische Kräftepaare 
Wir nehmen an, daß in den Randpunkten = 0,2 = +2%,12= + 4 usw. Kräftepaare 
M = 1 angreifen, so daß F folgende Randwerte annimmt: 
—27<r<0 Fr=d: 
0er <2n Fu=!, 


te an Pod usw. 
Damit wird 


Weiter ist 


Für F machen wir den Ansatz 


F— p | y P2 p . ol Op, 0°p, 
s oy 2 oy 0y oy? 
und setzen nunmehr 


(1, 
= 3 a a ee — Yo mEe 1, 


F 
Aus der Randbedingung r ) = 0 folgt: 
Y/ra 


SE a Ei ee, An Cm [sin (n + m) & e-"+mn — sin (n — m) & er In] 


n=1l m= 
u ns Cm eiln+ m)? __|[n —m| ein—mld|, 
> => > Im’ 9 n—m 

n=1l m= 


Hieraus finden wir durch Integration @, mit den Integrationskonstanten c, + c; &; ebenso finden 

wir aus n die Potentialfunktion 9, und bilden F und F7.a; letzteres vergleichen wir schließ- 
Yy 

lich mit der ersten Randbedingung. 


Anschrift: Prof. em. Dr.-Ing. C. WEBER, Hannover, Hindenburgstr. 39 
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Der abwickelbare Schalenträger 


Von H. NEUBER 


180) 


1. Einführung 


Bei Blechkonstruktionen treten in mannigfacher Form trägerartige Schalen auf, welche 
Kräfte von einem Ende zum anderen zu übertragen haben, wobei die beiden Endquerschnitte 
meist an andere Bauteile fest angeschlossen sind. Die rechnerische Behandlung derartiger Scha- 
lenträger bereitet nach der genauen Schalentheorie im allgemeinen erhebliche Schwierigkeiten. 
Wie im vorliegenden Bericht gezeigt wird, läßt sich im Fall der Abwickelbarkeit der Schale eine 
allgemeine Lösung aufstellen, wobei die Steifheit der Enden durch Einführung entsprechender 
Randbedingungen für die Verschiebungskomponenten der Schale berücksichtigt wird. Längs der 
Oberfläche der Schale wird Lastfreiheit angenommen; die Lösung führt auf ein Rechenverfahren, 
das den durch die Schalenwandung vom einen Ende bis zum anderen übertragenen Kraftfluß 
(mit 6 Raumkomponenten) in Schalenspannungen umzusetzen gestattet. Gleichzeitig wird die 
Möglichkeit gegeben, die Relativbewegung der Endquerschnitte gegeneinander (6 kinematische 
Komponenten, d.h. 3 Verschiebungen und 3 Drehungen) zu berechnen. 


2. Geometrische Grundlagen 


Sind x, y, z, allgemein %, mit k = 1,2, 3 kartesische Raumkoordinaten, so mögen die Glei- 
chungen n 
=h=-mntupm, Yay-pytupm Z=ub=-ptUup.....- (1) 


gegeben sein. Hierbei sind 9,, 9, 9, und %,, Y,, y; allgemein o, und y, Funktionen des Parameters v. 
Die Größen u und v sind die Koordinaten der Schale (Bilder 1 und 2). 


Allgemein gilt mithin 


% = 09 -- u Y De en u - (2). 


ne BiteRe Rechnung werden die Grundbeziehungen der allgemeinen Schalentheorie des 
erf!) angewandt. Für die Richtungskosinus gilt allgemein 


dxck 
ee 
cos (k,o) = Fr nn a Re (3) 
Hier folgen es 
au an 
ou do 
(Meere (k, v) = u / 
Ay Yan ) Van Tem (9% -I- u Yyr.) ee (4). 


!) H. Neuber, ZAMM 29 (1949), S. 97—108 und 142—146. 
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_ Die Komponenten des metrischen Fundamentaltensors werden aus 


AxB = 20% Ca mit er = Drr RB Ar 5 ae sn (5) 
_ ermittelt; es folgen: 
3 3 
= ZU An= vl + up), 
a (6). 


3 
Ass =2 (pr + u yi)® 


Es sei gefordert, daß die in Richtung der Erzeugenden verlaufende Koordinate u einer wahren 
Länge entspricht (Normierung). Dann muß 


3 
k 2 TS HU BEER ae un 3a, (8) 
Ferner verlangt die Orthogonalität 
3 
Adys = 2 9. (9 + up) = 0 De N we ren SEE ee (9) 
bzw. wegen Gl. (8): 
3 
: 3 Ta = DAR ER a u en ee (10) 


Die Abwickelbarkeit verlangt, daß das von zwei benachbarten u-Strahlen (Erzeugenden) 
eingeschlossene schmale sektorartige Gebiet einer Ebene angehört, so daß die Richtungskosinus 
cos (k, v) von u unabhängig sein müssen. Demnach folgt wegen Gl. (4) und (6): 

BL ee ., an). 
123 (9 + uyı)? 


Diese Richtungskosinus können offenbar nur dann von u unabhängig werden, wenn die Vektoren 
gp; und yı parallel sind, d.h. wenn die Bedingungen 


RU, DL Der 
— A ik == a = I a FE a 12 
Pk 2,(0) yr MI A, 122 PD >» Ag y2 Yı ( ) 
erfüllt sind. Denn dann und nur dann wird 
A Te Er (13) 
(k, v) Be 


also von u unabhängig. 
Die Komponenten des metrischen Tensors werden nunmehr 


nl nel, ,=(h+tul®=w mt vehru Aa el 
Weiter wird der Flächenkoeffizient 
EU FEIN N REN, RE TTE 


Die kontravarianten Komponenten ergeben sich zu 
a a 
Be ee ee ua... erah): 
a 


Die Richtungskosinus werden 


cos(khu)=y, Wh) nen AM 
2 1 
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7 BEE EEEGEEEEEEER.. desshseetene Sec aisnezneinuu 


_ Der Normaleneinheitsvektor folgt aus?) 


| 


1,2,3 
1 ürkLm =7281 
Bu 


a 0 fürk=4,I=m 
N, = grim cos (L, 1)cos(m,2) mit aim =! ee NEU 


1,3, 2 
1 SERIES 
3,21 


und wird | % ER r 
N a In en (19). 
}y hy 
Die Komponenten des Krümmungstensors folgen aus 
k 
bis = Nr a ET N (20). 


Man erhält mit Rücksicht auf die Rechenregel (18) und Fußnote 2): 
bu=I, eebt1=t, buy = ehtm FF (Hui) nn. Al). 


Die zugehörigen kontravarianten Komponenten ergeben sich aus: 


= SD tuBd - (22) 
und werden ea n 
Im 91 Ym (Pr + U Yı 

b=0,. !B=0, Ben, Ben Le a (23). 

Der Ausdruck für 53 läßt sich wegen Gl. (11) noch vereinfachen. Durch Differentiation folgt 

2 a 
R=ntlz)w er nv. - 
2 2 


In Gl. (23) eingesetzt ergibt sich mit Rücksicht auf die Rechenregel (18): 
Le 


= kim yyyıy 


m an. 
bzw. wegen Gl. (14) 
BE == akim Pa Pi Ya... 0, ee 
5 A u 
Aus den bekannten flächengeometrischen Beziehungen?) 
Bull, name ee. 
Qı ® Zn." 


folgen die beiden Hauptkrümmungen 


1 1 Y% TaRTIM 
u — 0% en k yı Ym 
® 0 Fass u a a a ee 
Für die C hristoffel-Symbole gilt: 


da, Odyy Od, 
= : Fr ei on Rn ee a ee Se 
Wir erhalten hier: 


Tu > Ta 7 T aı > Tau =0; Tı2 waTze U, (30) 


IN a Tz1r = Tyaı = TER Da =u w 


*) Zur Vereinfachung wird weiterhin auf das 
wenn sich derselbe Index wiederholt (Regel von Ei 


®) Vgl. Fußnote l. 


Summationszeichen verzichtet und automatisch summiert 
nstein, s. a. Fußnote 1). 
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- Ferner gilt 
und es folgen 
Tı,=- IT, =-Ta1=Tı=°; 


et ee = 


3. Die Gleiehgewiehtsbedingungen des Schalenträgers 


Die Gleichgewichtsbedingungen in tangentialer Richtung sind: 


ve, rer LT, Ir =0 
ea HtTHr 4 Ir=0 oo... ...n. (33) 
oder 
aß N = 
nt De N. (34). 
Hieraus folgen 
AL" u) AL” u) 2 22. 
EHER nenne. (35), 
12 22 
+ — DE Era (36). 


Die dritte Gleichgewichtsbedingung garantiert das Gleichgewicht normal zur Schale. Sie 
lautet für die reinen Membranspannungen, d.h. ohne den Tensor der Biege- und Schermomente 
für die längs ihrer Oberfläche unbelastete Schale: 


Du ED a ee ee (37) 
bzw. wegen der Gln. (21) 
Der N RIES (38) 
} 2 . 1 cu) 
Damit geht Gl. (36) über in | wegen 24, = n Er aa vgl. Gl. (14)! 
&(L}2 u?) <S 
Da an Re ea a ee ee (331: 


4. Einführung von zwei Spannungsfunktionen 
Mit dem Ansatz 


J 
re N Nadia! SE aneriinee. IR. (40) 
u 
läßt sich Gl. (39) befriedigen (Y(v) ist die erste Spannungsfunktion). Gl. (35) liefert hiermit (der 
Strich bedeutet die Ableitung nach v) 
11 WI ! 
at) _ ihn EN > (41) 
ou 7% 
mit der Lösung (®(v) ist die zweite Spannungsfunktion): 
Q ! 
TEN EN N (42). 
u u\uA 


Wird die Längsspannung o, kurz mit o, die Schubspannung r,, kurz mit 7 bezeichnet, ferner 
die Längskraft 

EN ra ae (43) 
und die Schubkraft 

A ee ae er Se (44) 


gesetzt, so sind S und T die physikalischen Komponenten des Tensors L*?, d.h. es gilt 


4 L\2 ne 
S=-r RE, I OR Er ee) 
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und wir erhalten i 
SD, „Tep DR ME era (46). 
Demnach gilt a 
u. ) ee (47), 
Mu u\uk) 
oo I ni 
7 


Die Aufgabe ist damit auf die Bestimmung der Spannungsfunktionen ® und Y zurückgeführt. 


5. Die Kraftflußintegrale 


Der Kraftfluß liefert insgesamt 6 Integrale, drei beziehen sich auf die Komponenten P; 
der Resultierenden, 3 auf die Komponenten M, des Moments in bezug auf den Koordinaten- 
ursprung. Mit dem Tensor | 

ya für a=1, ß=2;)} 
> 0 fürweß;” 7 ra (49) 
— ya für =2; Bß=1 
erhält man?) 


PR =d3,2P ade 2ER (50) 

und ri 
nie M, = an, Leica dr ee (51). 
u; P,=$[Syad+T( tupm)d— Tydul ..... BR ©) 
M; =$ &gm (p + uy) [Syr ado + T(p"” Luyw)do— Tyrdul .. . (83). 


Nach Einsetzen der Ausdrücke aus den Gin. (47) und (48) und kurzer Zwischenrechnung mit 
Beachtung der Eindeutigkeit von Y, ,, u und A, längs des Mantels der Röhre, d.h. wegen 


Pyr 0 (Pyr e (Py 
d er a rl. 2: 
Ö Gi) al) % ev FB: w|-0 


und wegen Gl. (14) folgen: 


w 
= amd|or | weder ©. 


u 


6. Das Kraftpotential 


Mit Einführung der Verschiebungen x; = at i 
»—= a" und der Drehungen f; = ß* des zweiten 
Schalenrandes relativ zum (als eingespannt gedachten) ersten Rand wird a 


Us 


— P, of — M, -H 3EP j E -H > 4 „)”) hudu dv 


en > 
& (= ® [o* vr fr Erlm Be p' y"] T yE EkIm p* y" | dv 


1 f' /W\ Wı\r wa 
ne sm +2e( ‚1 Er 1\Y®) du do 
2E, R U As ! u a mansen mil weh GB), 


Für die Integration nach u ist es zweckmäßig, die Abkürzungen 


Hı = A, -H u, Aa f Ha = A, —- Us As A ea ee (57) 
einzuführen. Ferner gilt wegen " — A +u: 
Ag As { 


eV _[(F.A\ 
Wis) 128 .) 


| 
u 
—z 
EUR 
8 
en 
>> 
—— 
ee 
[Sx 
0%) 
u 


*“) Vgl. Fußnote l. 


nn 
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Unter Beachtung dieser Beziehungen erhält man für das Kraftpotential: 


Yw 
d- D [o* yr + Erım B" a Ekim 73 Br y" v' dv 
2 


1 {02 0 fin Te ad 
en re 
2E e I “ ) “ a) }, (%) F =) 
a EN ee ya /a\e/ı 1 
EN ver 1 R 
> ) F ) 3 (3) 2) F =) zug (1) (a a) 


ya ı ıN) do 
+ vr) E r re) : = dF0) I a EEE NER, Fran BI ME (59). 


7. Formulierung des zugehörigen Variationsproblems 


Die Variation nach © liefert: 


und es folgt nach Umformung 
® Us ist 1 N 
== In un — 2 2 
2, (%) 1) ® n 2%, 3) 


Die Variation nach = liefert: 
2 


1 1 
| 2 ) = Ehe y +.mPpy"]) (61). 
Piel 


Es folgt nach Umformung: 
D/1 Pure 1 a w le 
k hl h| 
& Ki «| ee (3) F a) > » m) F | 
BAT AN Me ARE TAN 1 
1% + = = menge 
3Ih\a/)\i m 3\3/\)\u = 


wul/ae/iı 1 1 1 gr 
ei iu h Kay! ES 63 . 


Es erscheint zweckmäßig, hierbei und in der weiteren Rechnung die Substitution 


zu verwenden. 
Gl. (61) gestattet, ® durch H auszudrücken. Es folgt 


ee Leu = = 3) H + Ehe + Expaßl pP 2] (65). 
In 2) Hı Me 2\m um)\% 
pa 


Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (63) ein, so ergibt sich zunächst: 


2 e .) 

I — — 

1 ae INA | 

i = ne | © & ja+ dr 2%) H + Eh yr + Erpaß" 9? 2) 
hln 72 a 2 4) 1 2 2 

1) 


Zn A\ (1 1 | 1 1 H' = 1 \) k k | 
| % +21;—5]|[7 ) H+Eh(oyr +e Pay?) 
en 2) (a) I .)| Pa „ 2\2 )\% (eye + eraß P’Y 


% AND 1 
ee H Nah 1 
Haan aa 3 E | 


2 Aral 1 1 1 1 En) 
ern 1 N\aHl-_— = Engzßyr vi. 
4 (1) (a us m *- m m una PB" y” Y 
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Nach Umformung ergibt sich schließlich hieraus folgende lineare Differentialgleichung zweiter 


Ordnung für die Spannungsfunktion Br: 


L 32 (Aa 
al: Et, u) an, & 


ie; 


ER 
z) aalıı 


acer) 


1 LET ( 1221 y 
Rue 75) % 
Erle r Fr e fi ir 13 ( r) MM 
— & — — 
In (® Ri In es 
Hı Kı 
1 1 £ 1 1 
lu) aan la) ur 
I ym L Me 
+ Em P nt Ha (1) n(%) FIRE 
Mı i Kı 
Hierbei wurde zur Abkürzung 
1 


Be ZEN RE 


1 1 1\/1 1 141 1 
a Te) ©, 
ln (e\) a Aa) \kı Piz A 2 
Hı 
1 1 Ra et | 1 
Mr ( i (a2) u (70) 
Fe () MM ı ia 
Kı 
gesetzt. 
8. Die Differentialgleichung des Problems 
Mit den weiteren Abkürzungen 
K= a Ay. 2202 (71), 
EN Na INA 7I 1 
Mia, EA RENEK RR, 72), 
j I") 122 .) a ir ee = 
Ga 
FR (! 5) SB a) u = 
= | vl +5[2) an 3), 
nf) a 4 age: In (he 
Kı ‚Ka 
De: 1 1 TEE FU 1\ gr yt 
Be  ——\gryn| + 2 ) 48 ) + pay! (74) 
zen b> mL 2 ER F a), Tan 
In In 
Kı AK 
läßt sich die Differentialgleichung des Problems in der kürzeren Form 
| (KH + RH=—E(otg, + Pk h,) | ‚ 170) 
schreiben. 
Bevor auf die weitere Behandlung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung 


zweiter Ordnung mit veränderlichen Koeffizie 
gebnis noch auf dem We ege der Berechnung d 


9. Der Deformationsmechanismus 
Die Beziehungen des Hookeschen Gesetzes lauten hier 


ee 


[07 1 T 
In? == 2 
E 2 k 5 m E 


a a SE Be El SE a er u 


(67). 


nten näher eingegangen werden soll, sei das Er- 
er Formänderungsgrößen kontrolliert. 


ns 
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Die Dehnung e und die elastische Winkeländerung y stehen mit den Verschiebungskomponenten U 
(in u-Richtung) und V (in v-Richtung) und deren Ableitungen in folgendem Zusammenhang?) 


oU a fV REN 
ee er a a da PER (77). 


Andererseits stehen die Spannungen wegen der Gln. (43), (44), (47) und (48) mit den Spannungs- 
funktionen in folgendem Zusammenhang: 


et + A) _& yp 78 
ur z : BE WERE (78). 


- Hierbei wurde wieder Y = H 43 gesetzt (vgl. Gl. (64)!). Die erste der Gln. (76) liefert mit Rück- 
sicht auf Gl. (14) 


Se ler hy 1 RBB EN EN 
karl ar ee are (79). 
Nach Integration von u bis u, folgt: 
1 [1 u ie ER 
De ai a et IE 80). 
nr b 1) 3; I n) 2 ) F .)| = 


Hierbei wurde der erste Schalenrand (u = u, bzw. u = u,) als fest eingespannt behandelt (U, = 0). 

Der zweite Schalenrand (u = ı, bzw. u = u, U = U,) erfährt gegenüber dem ersten 
eine Relativbewegung, die durch die bereits eingeführten 6 kinematischen Größen, und zwar 
die drei Verschiebungen a, und die drei Drehungen ß; festgelegt ist. Demnach folgt 


el! 75 Ari! 1 | I n ren 
= E a En I) " ) ü 2 2) F )| Dr Bin oe, 
Hierbei mußten die Verschiebungen «; mit den zugehörigen Richtungskosinus y* multipliziert 
werden, um die Komponenten in u-Richtung zu erhalten. Aus den Drehungen f; entstehen 
durch Multiplikation mit &;„, %,, die zugehörigen Verschiebungen des zweiten Schalenrandes in 
m-Richtung, welche durch den Faktor y” auf die u-Richtung projiziert werden. Beachtet man, 
daß (vgl. Gl. (1)!) 


UN ee (82) 
gilt, so erkennt man mit Rücksicht auf die Rechenregel (18), daß 
Eklm 1% 2 y" = E&r]m BD: o* y" N ARTE DENE SE (83) 


gesetzt werden kann. Damit erweist sich die völlige Übereinstimmung der Gl. (81) mit (61), 
womit auch Gl. (65) als richtig nachgewiesen ist. Setzt man noch ® aus Gl. (65) in Gl. (80) ein, 
so ergibt sich für die Verschiebung U endgültig folgender Ausdruck: 
le 
\Mı 


er zen: De a re 
De a Eier rue 
a? In [fe | 2 \% Aa \a (e) 
#1 Ka 
In ” 
12 kpl aym ri 34 
ER a BE a a ee ee ee re (84). 
In ( 
1) 
Die zweite Gleichung (76) liefert mit Rücksicht auf Gl. (48), (64) und (77): 
0 (V 1 oU INA Hd 
— — 2 HR — _ FERN 
A As u © 6 k ) Ehw SI 
oder nach Multiplikation mit E/u: 
0 [EV Lo 1\A3H 
= at te ne (80). 
re u? ov En + 2) Ss 


5) Vgl. Fußnote l. 
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Für die hierin auftretende Ableitung von U liefert Gl. (84): 
In Hi s : h i 
0 Haken Eh I (le) 1 in (£) 
a EN = ee a ha) m j’ Ku in (h) 2 
Mi “ 


H' B[A\ HB’ = ı a 
rane\a) Alm Ma (2) Hi 
7 


„HAN A TREO 1 (4) 
ib h ( | a 2 h\h/\ui m In (1) da 


u 


= 
a: 
rg 
>| m 
DB |A 
SI 
al 
FE 
> 
——, 
ES 
> 
a 
ro|5> 
SEN 
Dr 
> > 
» |A 
— 
ne 
Sa N 
Eu re 
Rh) 
Dei = 
a 
sie 
ee 
ne 
— 
nr en ee 


ni) i 
ae (> ee Te 
— E 2![&; y" + Em PF p' y”] « ( +E ee ] 6 (=) In () j 


u 


1 }y (Aı\ 
+ E [o, y" + Em B* p' y"] ner - en rn - (87). 
In Ma u 2 
Kı 
Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (86) ein und integriert nach u, von u, bis ı,, so muß das Er- 
gebnis gleich dem Wert von A am zweiten Schalenrand sein, da V am ersten Schalenrand 


entsprechend der Einspannwirkung verschwindet. Am zweiten Schalenrand gilt aber für V/u 
gemäß kinematischer Relativbewegung: 


V pr’ ymw 
En Pa Er ne 88). 
ol ER ” p ? Aa Ha ( ) 


Somit ergibt sich folgende Bedingung (Multiplikation mit 2,1): 


j In (X ) In (3) 
” Ele = 1 | @ En A, Me. HSrapı Pl 1 1 
' an. %) uı Hg Ha A R\A)S\a u)” 


Taler 21 y 
Ba nn Bu [3- 1, +2 Zar 
Ba) ın (2) 2) 2 \u m 12 A\R) uf \m Me 
u 
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Mo 


A 1 
Ex ae 1) ii 1 (4) In (%) di: 
2 He 


De 
ea ea) Te 
h\)) Alu m) Ah (%) 14 (2) FE “) 


ER u j \ 
E Sie Ka el aym] 
5 im FR Y in Hz Kı Ka Kı Ka 
Pı 


| 


A\, 
5 a a | ER er 
— E [ y* + Exım BF p' y"] | )+ ( + )a | 5 


Be a! 
= (& pe —_ Erlm pr z! y"') A; An ME ee VE ee RE TE ET re (89). 
2 


Die weitere Ausrechnung führt schließlich auf die völlige Übereinstimmung mit den Gln. (67) 
bis (70). 


10. Aufspaltung in Teillösungen und Einführung der Einflußzahlen 


Die Lösungen der Differentialgleichung (67) lassen sich in sechs voneinander linear un- 
abhängige zerlegen, wobei jeweils nur eine der sechs kinematischen Größen a, und /, von Null 
verschieden sein soll. Werden nunmehr der kürzeren Schreibweise wegen die neuen Bezeich- 


nungen 
Di==04 Dg = 0; De ee Fe (90) 
und 
me ne at re TURRRT VOR NER. (91) 
= I. h=9, Rh; = 98 
verwendet, so können die Spannungsfunktionen ® und H folgendermaßen zerlegt werden: 
6 6 
®=)06P9;,; H=}>%H; a N nee (92) 
-1 k=1 
Die Kraftflußintegrale (54) und (55) gehen dann über in: 
P; = oa! ©, yı dv fur k== 152,3 Se ee (93) 


bzw. 
P; = &p@$d [dp —HıyP]yido fürk=45,6... (9). 
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Werden zur Abkürzung weiter die Einflußzahlen 


ÖL =$ BD, Yr dv fürk = 1, 2, EL 2 Er (95) 


bzw. 


eingeführt, so lassen sich die Gln. (93) und (94) in 


du end [BP —Hıyplyvd fürk=-45,6... . (9) 


der kurzen Form 


Fr = Örı al Be (97) 


zusammenfassen, 


11. Nachweis der Symmetrie der 5x1 
Beim Nachweis der Symmetrie der Matrix der Einflußzahlen sind die drei Fälle 


zu unterscheiden. 


Fall I 


In diesem Falle kommt für ö,, Gl. (95) zur Anwendung, wobei ®, aus Gl. (65) mit I statt 
k,ao=1 ß'=0, H= HH, zu entnehmen ist. Es folgt 


LA N I a Enyı Be. 
Y ol Mr -) Ar =) Din, 


Kı 
Mithin gilt 


41 


A IN ; 
Örı — 61% = & : | | ya Y% — Hi yı) 
in ) Yı Ma 


r ala =) 3) (Hy — H; o| dv (99). 


( . ( .) 

2 u.‘ = 

Yı Ha cp’ ’ au er 

ae & —___ (Hu Ho)d- $ (Hy — Hy; yı) | dv 


FE Fr 4 | % r ” 1) ‚ 
en & Fr Ha) | H, TR 


0 1 ak ds (100). 


yı 
In 
KM 


Das erste Integral der rechten Seite verschwindet bei geschlossenen Querschnitten aus Gründen 
der Eindeutigkeit von Ay, Un Us, H und y,, bei offenen Querschnitten wegen H=0 am Rand 
@=0). Das zweite Integral der rechten Seite liefert zusammen mit dem Rest von Gl. (99) 


[vgl. Gl. (73) 1]: 


Op — Örr = $ {gr H,—.9ı H} ADS a Sue (101). 
Gl. (75) lautet für H= H,mitk=1,2,3: 
KH'’+RH,=—EgG .. .... en. 
Drückt man hiernach g, durch H, aus, so folgt: 
\ ka 3 
m; DR Hy H—(KHYH}d ....... (108) 
oder 
Ö — (= — 1 i rg % ‚ D 
ud =— $ KIEE—H Hd . 2.2.2.0... (108), 


Dieser Ausdruck verschwindet aber wegen der Ei 


ndeutigkeit bei geschlossenen Querschnitten 


bzw. wegen H =0 am Rand bei offenen Querschnitten. 


SL 6 ER 
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Fall II 


In diesem Fall kommt mit k=1,2,3 und !=4,5,6 für ö;,, zunächst wieder Gl. (95) 
zur Anwendung, wobei ®; aus Gl. (65) mit ! statt , =(0, f=1, H=H, zu entnehmen 
ist. Für ö,, ist jedoch jetzt Gl. (96) mit k statt ! maßgebend. ©, ist aus Gl. (65) mit , = 1, 
 ß®=0, H=H, zu entnehmen. Dann folgt 


A ae] TA 
= —2-|-(-—-)98 +3 [;—5)[7) H+Eh Pyal .. (10 
An Sl " ») Er “)(%) tr vr 
ı 
2 year N TA 
= —— 2 |— a ee ee 106). 
a | Re -) dr: 2) (%) RT IR 
Mı - 
Ferner gilt entsprechend Gl. (75): 
N Na a a dee (107),. 
(KEN IRHEI EN er. (108). 


Gl. (95) liefert mithin: 
1 1 INES NER IA 
iz Ö 2 | 5 ne) az al 3) a are v| ei 
-Ö) 


Andererseits liefert Gl. (96) 


y; wer IN TAN } 
br >=E = = He al Zell HB, ERh ? — H, wr’\ayı dv (110). 
E d «cl ir A 2\e ja)" rer 
Yı 


Durch partielle Integration unter Beachtung der Eindeutigkeit bei geschlossenen, bzw. 
H=0 am Rand bei offenen Querschnittsformen gehen Gl. (109) und (110) über in: 


) 
ir -6 Een A ee a1) 
In a 
I). 
und : 
du -6 2 eg a EL Ed I er (112). 
In (* 
ri 
Mithin folgt 
Öx — O1 == $ [A, 9, — Hr h,] dv EEE (113). 
Durch Anwendung von Gl. (107) und (108) erhält man weiter: 
1 nv er 
da — du = 5 & RR HUGH AD 2 ee (114) 
oder nach partieller Integration (wie zuvor): 
1 ” 4 ’ ’ ’ 
du & RER HEN det: . cn (115). 
Fall II 


In diesem Falle kommt für ö,, Gl. (96) mit ©, aus Gl. (105) und A, gemäß Gl. (107).in 
Betracht; mithin gilt 


} 1 ETWA: er 
H=d& ae - 1 z H, - h — & A| H,-+ Eheys p" vb or yı—H; pr’ y? |dv 
Ei: (2) Hı Me 2\ui m)\R 


Hı 


(116). 
Nach partieller Integration (wie zuvor) geht dieser Ausdruck über in 


Ör1 =$ un H, E= E h Erpq Elrs pP y! op" *] dv tr ET Sr SL (117). 


% 
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Wird weiter h, aus Gl. (107) mit k statt I eliminiert, so erhält man: 


R 
= B[- am mg m + Era rr a} 


bzw. nach nochmaliger partieller Integration: 


= nam + am + Er re|i nr A 


Man erkennt, daß dieser Ausdruck in k und ! symmetrisch ist, d.h. 
ö — dr = 0 ee ee a a ee (120) 
erfüllt ist. 


12. Die Kreiskegelschale als Beispiel 


Betrachten wir nunmehr eine Kreiskegelschale, deren Achse mit der z-Achse zusammen- 
fallen möge (Bild 3). Mit den Koordinaten u in Richtung der Erzeugenden (wahre Länge) und 
v in Umfangsrichtung (wahrer Abwicklungswinkel) lauten dann die Ausgangsgleichungen: 


) 21). 


= - - D = 5 2 DV 
= =UC0SY, v-h-usinyoo(,): == usinysin (sn, 


ss 


Bild 3 


Der Vergleich mit den allgemeinen Gin. (1) zeigt, daß 


== nf == 0) h 3 — Si -i — Sj j e 
M=Mm—=VPs Yı=005SYy, Yy=siny cos Be 7) » y, = sin y sin (= = (122) 


k 
zu setzen ist. Die Ableitungen nr — ck werden 
8 


k | 1 | 2 | 3 
er RE EEE 

c* cos | innen 53 Eh ae 

y | Siny con cm)" Sin saure EEE 


a | . [2 
% 0 | —usin a mean 
| sın y sın Y 


Entsprechend den Gln. (5) und (6) werden die Komponenten des metrischen Tensors: 

dı, = 1 N dya = 0 RR u. 124 
Man erkennt, daß auch die ar and % N 3 Ah Re (124). 
G1. (12) ie Bedingungen (7) bis (10) erfüllt sind. Weiter erhält man entsprechend 


= I 
N Vz=0 ne A 


und 


4— 
= Sa > 
nläw-ı 
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und mit Bezug auf Gl. (14) 


Die Richtungskosinus ergeben sich entsprechend Gl. (17) zu 


< er 


k 1 2 


sin y siny 


ls) 
08 | —— 
siny 
— cos y cos[—. | cos y sin[—— 
? siny) | ’ siny 
‘Die in der dritten Zeile angegebenen Komponenten des Normaleneinheitsvektors erhält man 


_ entsprechend Gl. (19), bzw. als Unterdeterminanten des zugehörigen Feldes in der Matrix (128). 
Aus den Gln. (68) bis (74) erhält man weiter 


il 2 
Ko Biete ie 1 1 
Beam u - Ö eye 


u, 


cos(k,u) | cosy | siny cos ei ı sinysin a 


ERITREA 
cos (k, v) 0 — sin ( 


N, sin 3% 


| SpeR (129). 
0 U 1 v ) + U 1% ae | v 
91 2.0277 % ; ’ 35 E B ’ 
® () siny ® () siny 
u, u: 
5 D - D 
A=hh=siny, 9 —=h, = — cosy cos an; (Gl; = — cosysin as 


Werden die Endquerschnitte als eben und senkrecht zur z-Achse angenommen, SO sind u,, U, 
und damit auch K und R konstant. Die Differentialgleichung (75) geht dann mit Bezug auf die 
Gin. (90), (91), (92) in die einfache Form 


ee I Re ge (130) 


über. 
Die Lösungen dieser linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten sind für 


- die geschlossene Trägerschale: 


md: 1, — Bsin(;,,) = —Beos(a,) 


sin 
a Me (131) 
D i D 
Det, H=D cs( a) an Din : 
siny siny 
Hierbei wurden folgende Abkürzungen verwendet: 
io 
Us 
[R — K/sin? y] In 2) ar 
1 
E E cosy | 
24 Ar re 2 #7) 
Ray TR Klein] 


3* 
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Zur Bestimmung der Funktionen ©; stehen die Gln. (98) für k (statt ID) = 1,2,3 und (105) für 
k (statt I) = 4, 5, 6 zur Verfügung. Es folgen 


Eheosy , _ v nt 
= —5, 9.= Neos(au,) D, Nein (un,) 


. A 
ir nl Pe Bu a 
we 1%. Ms si Re u, 4, sin 
BI - ’ sinyln A 
sin y r u, 
mit der Abkürzung i 3 
Be) Ehsiny (134) 


N u = 2 „[us\ ne ee; 
siny [R— K/sin? y] In (% a, | 


Für die Berechnung der Einflußzahlen ö®! stehen die Gln. (95) und (96) zur Verfügung. Es 
ergibt sich folgende Tabelle: 


1a) | 4 

| m ee 

| | | : ü 

2 0 rı N sin? y 0 | 0 0 —z Bsiny cosf 

3 0 0 aNsiny | 0 na Bsiny cosy 0 

4 0 0 N) 2x Csin?y 0 0 
5 0 | 0 ‚nBsinycosy 0 — zz Dsinycosy 0 

6 | 0 —n Bsinycosy| 0 | 0 0 '— rzDsinycosj 

(135). 


Werden die Glieder der inversen Matrix mit ö}, gekennzeichnet, so gelten die Regeln: 
ie x 1für/l=m 

2 Öp1 Örm = Br 
k=1 \o für l#&m 


Infolge der vielen Nullen ist die Ermittlung der ö;, hier nicht schwierig. Man erhält nach kurzer 
Rechnung für die ö,, auf der nächsten Seite stehende Tabelle. 


Die Koeffizienten ö,, ermöglichen die Einführung der Kräfte P, an Stelle der Deformations- 


ER ar 


größen &;. 
Es gilt: 
A > 00 NT N N 
und entsprechend den Gln. (136): u 
& = DB ae ee 


Aus den Gin. (92) folgen: 
[67 6 6 
=2u,.9, = DE dB, Pı, 
k=1 k=1 1-1 


„0. (140% 


6 


6 6 
An rd = >, 
1 >” 


Be p) 
{ ‚2, 9 Hr P, 


24 { 
Asoodsusygu 
2 H 
a 
| Asoo.d us pa 
dsoodusygeı 0 e 
%n Zutn 
0 0 v 
0 0 & 
AUSYTL 
Fee | 0 & 
a 
4,509 AUS YET 
F9 f ö 2 I 
Re u] 
n 
l 
\ 7 y 
x | ARE IR 
m \ \ ; 
. e \ h 
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Hier ergibt sich: a 
Fr es a: N ec}, (141), 
ai 2rsinycosy 2 r sin? y [? ah (m ,) rue es ;) 
M, 1 v ’ 1) 
= —— M, cos[-—— | + M;sin | —— 1 RP 
H sin y nsinycosy | Ba E- ,) ea = ;) 
Aus den Gin. (43), (44), (47), (48), (126) und (127) folgen für die Spannungen: 
N SIR Zn 143 
re a mh a a a ( ) 


Mit Bezug auf die Gln. (141) und (142) erhält man schließlich: 
1 1 v x v 
-- a At a ua Ber 
Thu sin y cos y EN u“ en) 7 Psin (sn) 
— 2 [mul ee (144), 
nı hu?sin?ycosy sin y sin y 


M; 1 Ele M, sin [—— 145). 
a ee ’ _\siny a 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. H. NzuBer, Starnberg bei München, Max-Emanuel-Str. 10 


N RE ER E Z 


ZAMM 40 (1960) Heft 1/3, Seite 33s—40 


Transformation der Impulsgleichung für turbulente Grenzschicht 
von Rotationskörpern auf ebene Körper 


Von W. ALBRING 


Im Jahre 1948 zeigte MAansLer [1], daß die PrAnoruschen Grenzschichtgleichungen — für 
Rotationskörper angesetzt — durch eine einfache Transformation auf die Grenzschichtgleichungen 
der ebenen Strömung übertragen werden konnten. Damit war die Möglichkeit erschlossen, einige 
strenge Lösungen über ebene Grenzschichten auch für vergleichbare Rotationskörper zu nutzen. 

Allerdings blieb das Verfahren grundsätzlich auf laminare Strömungen beschränkt. Esläßt 
sich nun zeigen, daß eine allgemeine Transformation möglich ist, die auch turbulente Grenz- 


schichten mit einbezieht. Man geht dabei aus von der Impulsgleichung der Grenzschichten an 
Rotationskörpern r(x). 


r 2 
Öfk 1 dr dr u L dla er » \ /ö#x*\e 
— REN 1, I Ba Te ” r e 
dx Er E dx I ( er OFF M E = Ör* ÖF* : ir) (2) — 0 x I (1). 


ee Te m -—_ 
—B 


Mit dem Index Null werden hier und im folgenden feste Bezugswerte bezeichnet. Setzt man zur 
Abkürzung 


ÖF* 


Ö 
und substituiert 


d=eMrg, 


so geht die BERNouLLısche Differentialgleichung (1) in eine lineare Differentialgleichung über 


dA 
a tAtmDAAH+ (io) BD 


deren Integral (schon auf d umgeschrieben) lautet: 


1 


AND 7 =, 
Bene af v ef (en ee 
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Benutzt man die Bedingung 


Tr 
Pen = wi; a TO a TR a tcı . (4) 
und setzt 
T. a +o 
AxXben = (1) bi dx . RE SC A Dr ne (5), 


so geht die für rotationssymmetrische Strömung geltende Gleichung (3) über in eine Gleichung 
für ebene Grenzschichten. Bei laminarer Strömung ist o = 1 und man erhält das gleiche Ergeb- 
nis wie in [1]. 

Bei turbulenten Grenzschichten ist 


wenn n der Exponent in der Beziehung 


& Er y 1/n 
;-() 


ist. Für Re 105 wird n—=7 und damit o — 1/4. (Über die Reynorszahlabhängigkeit von n 
vgl. [2]). 

Zur praktischen Auswertung wird man gewöhnlich nicht die Integralform (3) benutzen, 
sondern, wie üblich, das Integral nach Burı 


T 


Ör* Res = ah | eo. dfzven + & . 


I=%y 


Die Geschwindigkeiten ©(x) des Rotationskörpers werden den Abszissen Xyven einer ebenen Ver- 
gleichsströmung zugeordnet. Mit (5) wird 


Ffp\ito i 
Ton = | \ 7, Be DE N 9% 


Die auf die Impulsverlustdicke bezogenen Rrynoroszahlen beider Felder sind verschieden. 


Reg» Eben YT- Öfen Br 


Regxs ör* To i 


Aber die Ähnlichkeitskennzahl, die Druck und Reibungskräfte in Beziehung setzt, ist bei den sich 
nach (6) entsprechenden Werten im rotationssymmetrischen und ebenen Feld gleich groß. Diese 
Ähnlichkeitskennzahl (Hagessche Zahl Ha) lautet 


Hm dt Ref un... an a 


ö*r* Rein. 
Das Verhältnis der Kennzahlen wird mit (4) und (5) (€ und » sind in beiden Feldern gleich) 


Hasen dx Ökk, 1+0 r\-4+9/r Kay, 
Ha dzpen \ 6** rs rn Ä 


Also liegen z. B. die Ablösungspunkte der Grenzschicht an Stellen, die durch Gleichung (6) ver- 
bunden sind. 


40 A. Knuschkr, Elastische Kreisplatten unter einseitiger Temperatureinwirkung ji 


E 
Verschieden sind allerdings an korrespondierenden Punkten die dimensionslosen Schub- 


spannungsbeiwerte 
Tuand en f v r 
DB. eier 


. Teand Öfoen gj I T S 
Tivanı Eben or To 
Literatur 


[1] W. Mangter, Zusammenhang zwischen ebenen und rotationssymmetrischen Grenzschichten in kompres- 
“ siblen Flüssigkeiten, ZAMM 28 (1948), S. 97—103. 
[2] H. Scnticatine, Grenzschichttheorie, Karlsruhe (1958). 


Unter Beachtung von (4) wird: 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. W. ALgrıng, Dresden A 20, Südhöhe 9 


ZAMM 40 (1960) Heft 1/3, Seite 40—46 . 


Elastische Kreisplatten unter einseitiger Temperatureinwirkung 
Von A. KnEscHKE 


I. Aufgabenstellung 


Wenn einer ebenen elastischen Kreisplatte von beliebiger Dicke auf der Oberseite eine 
Temperaturverteilung aufgeprägt wird, während auf der Unterseite durch Wärmeübergang gegen j 
die konstante Lufttemperatur Null Wärme abgeführt wird, entstehen in der Platte thermo- 

elastische Spannungen und Verschiebungen, deren Kennt- 
nis z.B. für die Fertigung von Astrospiegeln von tech- ° 
nischem Interesse ist. 

Im folgenden werden diese durch thermischen Ein- i 
fluß hervorgerufenen Spannungen und Deformationen für 
Kreisplatten beliebiger Dicke behandelt. 


Wir betrachten eine ebene, kreisförmige Platte vom 

Radius R und der Dicke h, deren Mantelfläche wärme- 

Bild 1 undurchlässig ist und deren Oberseite z= h eine Tempera- 

i turverteilung 7(r, h) = f{r) aufgeprägt wird (Bild 1). Es 

sind die thermoelastischen Spannungen und Deformationen der Platte für eine stationäre 

Temperaturverteilung 7(r,z) zu ermitteln, die bei einem Wärmeübergang an der Unterseite 
2=0 gegen die konstante Außentemperatur Null in der Platte entstehen. 


2 


II. Temperaturverteilung 
Der stationären Temperaturverteilung 7(r, z) liegt die Integrationsaufgabe 
CASE TOT ORT, oT AoT 
GN ar rel en = 5 rg | so 0, Teh)=fn..() 


zugrunde. Dabei ist 2 di ärmeleitz: ; Plattenmateri ) Ä Ü 
Te as > ER die Wärmeleitzahl des Plattenmaterials und x die Wärmeübergangszahl. 
ng wird bekanntlich durch den Reihenansatz 


r=R 


© 


ie =A,+B Z-+ 2 A.cos % v”_L 3 C, e C, 
) o+ BD, nn 1,cosh R? | B,sinh 2 2 RA R' . (2a) 


ae Die ersteRandbedingung ist dann erfüllt, wenn dieParameterwerte c, 1,2, . .) 
positiven Wurzeln von J;(c) = 0 sind. Mittels der zweiten Randbedingung ergibt sich | 
4 
A, = 3, 
& & a 


so daß der Lösungsansatz die Form 


en 4 S Ac 
Te,2)=B, e Ar ) I a: cosh 7% 2 + sinh %) ab: ) 


+ 


R 


nu nn vr 
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ji 


erhält. Für z = h folgt daraus 


Jh S Ac C C C 
Mr = B|— 4 ni inh — u 
TR, = KE) (@ Ha) I Blor cash nn) ). 
Mittels der Integralformeln 
R 
& Ir 
ela)e =: el 


0 


R N e 0 ; u = y 
El, e ) Jr % ) d=!R \ 
j ” . A); = 


erhält man die Entwicklungskoeffizienten 


R 


B=3A=  |[rWar, 
Er 
& \ 
{ 6 3 Oh): 
BrRGL 2 re) Iolgg r)ar 
At, a N sinh® h R2 Jo (c,) = 
aR R 2 "R en ) 


Damit ist die stationäre Temperaturverteilung 7(r, z) in der Platte bekannt. 


III. Thermoelastische Grundgleiechungen 


Der durch die Temperaturverteilung 7(r, z) in der Platte hervorgerufene Spannungs- und 
Verzerrungszustand ist achsensymmetrisch, so daß nur die Spannungen 0,7, Oyg Ir Orz und die 


* Verschiebungen v,, v, als Funktionen der Zylinderkoordinaten r, z auftreten. Für die Verschie- 


bungen gelten die Gleichungen!) 


D, 1 de 2(1+u) 


oT 
A ae er 
REES: a), 
; 1 de 2(1+u) „oT _ 
er az 
für die Spannungen 
2 Ov, u. 0.00, \ 
nee) armen]. 
2G D, Ov, N 00, . 
u zaery \e- r ul 1 5 % Wo 
ee Br (3b). 


2G OD, ov ) 
Meer m Se N Sr 1Bile 
O;z 1 5. | 1) ep tale 7 N) (i-+u)Pß | 


Dabei ist 


der Laplacesche Operator bei Achsensymmetrie, 


1) 
Re. Ov, | ar OD; 


a dr 


die Volumendilatation, # die Querdehnungszahl, @ der Schubmodul und der lineare Ausdehnungs- 
koeffizient des Plattenmaterials. 


1) E. Melan, H. Parkus: Wärmespannungen infolge stationärer Temperaturfelder. Wien 1953. 
Springer-Verlag. 
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Unter Berücksichtigung der Beziehung 


d C, C, Cy ne, & 
rl) -|%(R ) Eu Ar ) 


bestätigt man, daß der Ansatz 


= & 2: BR £, 
„=Gr+Grz2+( #0 Dan hr) 


v 


(4) 
C C = RL £, R % 
v=G2+ En 7? + = +( +09 (A sinn R? + B,cosh R ) rn Ab: r 
die Gleichungen (3a) dann erfüllt, wenn für die willkürlichen Konstanten die Relation 
(U-2W@G +) +2G4+G 20 mpR (5) 
besteht. Dann gilt nach (3b) für die Spannungen 
= [+ RG U +WBAl + TG +RG—U+ WEB: 
= $ 2m. CAM C, 
-—(l+u) 208% [4 cosh 7 z+ B,sinhz; VarhlR ) s 
1—2u 


= [+ —A+WBAL HIGH —A+mWBB: 
© (6). 
% seerie, 3 R G 
(1+W)(1—2u)ß 2 (4 cosh R? +B, sinn ) Kr ) ER J; E ) R 
1—2u 


3 a MM) G+2RG- Arm PAIFU—RG +22 — Arm) PBolz, 


1 
gm-(lGro)r ) 


Die in (4) und (6) auftretenden Konstanten C,,..., C, sind mittels der für die Platte gültigen 
Randbedingungen eindeutig bestimmbar. 
IV. Die freie Platte 


Die Mantelfläche und die Begrenzungsebenen einer freien Platte sind dann spannungsfrei, 
wenn die Spannungskomponenten die Bedingungen 


ar a fürsjedesr,z, 
Iran für jedes z, 
Oslo, = 0 für jedes r 
erfüllen. Dies führt von (6) zu den Gleichungen 
G+G=0, 


G+nG=(+m)BA, 

G+taG=(1+WPBB, 
1—-)G +26 =l1+mW)PBA,.. 
1—-)U+2uG =lFmBB. 


woraus 
ye-* | \ 4 
Co — Co — P A, f) C, = C, == Ca = ß 2 


folst. Damit ist auch (5) erfüllt. Die unter dem Einfluß des station 
stehende freie Platte erhält daher die Spannungen 


n < Gr ; 
Orr = — ß E 2, (4 cosh R pi u B, sinh r ) Ei an E ) 


ären Temperaturfeldes (2a) 


EL R 


oo 6, 
p=—PE 2 (4 cosh R 2 + B,sinh 1%) 1". & ik = J be | (mM. 


R 


0.—=0, ae) 


2 A a 


N 
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Die Verschiebungen lauten 


v=ßA+BAr+l + I (Art Bin) ln) 
v=1 y 


Ä B © 
v), = la: zen] +( +8 I (Asinn +B, cash) ln ) 


Der Biegepfeil auf der Unterseite beträgt 


B oo R 
00,0) —D,(R, 0) = ß n Be Oo) 
auf der Oberseite 


IN Bo; TR Ba: % 
0. a, = lg + a4) II (A, sn zent Mesh) U] 
Die Platte wölbt sich der Wärmeeinströmung entgegen. 


Ist insbesondere f{r) = T, = konst., so verschwinden die Koeffizienten A,, B,;v=1,2,...; 
während 


A, = — B;= 
——+h ——+h 
& 


y 
De 
\ ’ 


ist. Die stationäre Temperaturverteilung 


ruft keine Wärmespannungen hervor. Die Verschiebungen 


ua 1 Be May el a 2 
LE, Ft) D— 7 ur ne 7) 


& a 


un 
& 


stellen eine parabolische Ausbeulung der Platte in zur Wärmeströmung entgegengesetzter Rich- 
tung dar. 


Für den speziellen Temperaturverlauf 


do" R’) KO 


in dem c = 3.8317 die erste positive Wurzel der Besselschen Funktion J, ist, lautet die stationäre 
Temperaturverteilung, wenn an der Plattenebene z = 0 die Temperatur Null herrscht, also & 
gegen unendlich geht, 


r f sinh 7; 2 F 
’ ER Se tor er: 9). 
Lir.z) B>4./e) o(C) h TERN (vr) (9) 
i R 
Mit 
AN; Are 0; De 202% 
1 ee Ben n.. ..=2s, 
h(1— Js(0)) (1 J,(0)) sinh — h 


R 
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ergeben sich aus (8) die Verschiebungen zu 


’ 


| sinh — z 
BT, zr ART B) Re 
ee 7 LO Er C * R ; 
— Jo(e) sinh — h 
cosh— z 
2 ta ee nr’) 
„= ee “ i 
1— J(o) an h E sinh ;; © 


Temperaturverlauf 


N Deformation 


ie 


Orr 
Orr(r.0)=0 


Spannungsverlauf 


Bild 2 
aus (7) die Spannungen zu 
URN: 
sinh —z 


DET, Beust = 
Ir = — — — m 
C 1— (0) . 3 ): 


‘ 
| 
| 
| 
| 


Mit den Konstanten 


-021, P=49.10% Grad- 3 2 
u ß= 4.9: 10 Grad“, E=075.100 R=10cm, h=30cm 


sind im Bild 2 Deformation und Spannungsverlauf für den Plattenrand gezeichnet 
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V. Die parallel geführte Platte 
.Eine Platte mit Parallelführung am Mantel kann nur Radialspannungen o,,, aber keine 
Schubspannungen o,, auf die Parallelführung übertragen. Außerdem sind die Begrenzungsebenen 
spannungsfrei und die Radialverschiebung v, verschwindet für r = R, wenn die Bedingungen 


=) Furjedes r,<, 
Gisez =0,% = = für jedes E ’ 
Ulla, = 0 für jedes z 


erfüllt sind. Damit folgen aus (6) die Gleichungen 
| BER 
1—-M)G+2uG=(Al+u)PAs 
1—-W)G+22uG=(l+WPB,. 


Ge = 0 ’ 
G — 0 P) 
woraus sich 
ich la 
| ERENE AÜR re G=7,ßBı 
ergibt. Wir erhalten damit die Spannungen 
42 Buih sp 

re (An + Bed BE D(Avcosh + Bsinh a Di 


Im en. ee z)—ßE 34 cosh 2+ B, sinh 7; ll] en 


v—1 
Re; Be, 


Die Verschiebungen lauten 


oo R 
„=(1+wWPß 2" cosh + Bash) lr) 


vi 
© (11) 
-1 I Bo re a 
Ten plAt Bea) ta + I (Arsinnzgs + Deore) ne R' 
Der Biegepfeil auf der Unterseite beträgt 
0,(0,0) —1,(R,)= (1 + WB 2: B, — a — J6)] , 
auf der Oberseite 
oo ei R 
„0,h—u(Rh)=A4+WPB 2, (4 sinh 7 7 h+B,cosh h). le]: 
v=1 
Die auf die Parallelführung übertragene Radialspannung ist 
E 
Oprlr= = — (Aa— B2). 


Auch eine parallel geführte Platte wölbt sich im allgemeinen der Wärmeeinströmung entgegen. 
Ist f(r) = T, = konst., so erhalten wir bei der stationären Temperaturverteilung 


Te) = a ” ( + 2 


die Wärmespannungen 


Die Platte bleibt unter dem Einfluß der linearen Temperaturverteilung eben. 


46 


ee 


Die spezielle Temperaturverteilung (9) liefert aus (11) die Verschiebungen 


C 

sinh — z 

(1+W)BRT, R ,[£r 

DU, = vo C 1 9 
e( ° sinh zz Ah 


[0 
cosh — z 
arnen|_ ‚a0 aa ""R! „(en 
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MTnMENe re 
x sinh —; h f 

I) 


Ternperaturverlauf 


Ttr,h) 


TIR,z).10 


j Deformatıon 


Orr 


Orr(r.0)= =0 


Spannungsverlauf 


Ogeir,0)=0 


Bild 3 


und aus (10) die Spannungen 


sinh 


en 

DS BETA ENTE R'oR wie 

" —1—J, | 1 -uh inh a R IR 
se 


} C 
sinh — z 


BETT AN IR R BT RE 
[07 pn z = E j 2 = 
SO Eee Ar r) ern. (R ) 


Sinhe 
sinh R h 


Bild 3 veranschaulicht die Deformation und den Spannun 
; I sverlauf für die B 
parallel geführten Platte vom Radius R = 100 cm En der Dicke h= 30 ke Be 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. A. KnescHhkk, Freiberg/Sa., Richard-Wagner-Str. 13 
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ZAMM 40 (1960) Heft 1/3, Seite 47—49 


Geodätisch invariante Kurven 
bei beliebigen Abbildungen von Flächen 


Von ROBERT SAUER 


Eine beliebige Abbildung einer Fläche x = x(u, v) auf eine Fläche r = r(u, v) durch gleiche 
Parameterwerte u, v in einem Bereich u. susu,Dv, Sv<o,ist, wenn r und r stetige zweite 
Ableitungen haben, im Kleinen affin. Hieraus ergeben sich die bekannten Sätze über Längen-, 
Winkel- und Flächenverzerrungen. Sie beziehen sich auf die linearen Eigenschaften der Flächen- 
abbildung, d. h. sie benützen nur die ersten Ableitungen von r undr. Weniger untersucht scheinen 
die quadratischen Eigenschaften der Flächenabbildung zu sein, bei denen auch die zweiten Ablei- 
tungen von r und x eingehen. 

In der vorliegenden Note werde ich, angeregt durch Untersuchungen von F. LöBELL!), 
einige Sätze über solche quadratische Abbildungseigenschaften aufstellen. Sie handeln von der 
geodätischen Krümmung der Flächenkurven und zwar insbesondere von denjenigen Flächen- 
kurven, deren geodätische Krümmung sich bei einer vorgegebenen Flächenabbildung nicht ändert. 
Wir bezeichnen diese Kurven als ‚‚geodätisch invariant‘‘ bezüglich der vorliegenden Abbildung. 


1. Transformation der geodätischen Krümmung bei einer Flächenabbildung 


Wir beziehen die aufeinander abzubildenden Flächen x und x auf ihre Hauptnetze, d.h. 
auf die sich entsprechenden orthogonalen Kurvennetze. Die Hauptnetze sind bekanntlich stets 
reell und liegen bei Ausschluß von Punkten, in denen die Abbildung konform ist, eindeutig fest. 


Die Geometrie in den Flächen r und x und die Abbildung dieser Flächen aufeinander ist 
dann festgelegt durch die Funktionen 


Eu)=w>0, cu)=n>0, Fu) =-un=0, 
E(u, v) =% = o(u, v) E(u,v) >0, G(u,v) == olu,0) Co) >0,t ..d). 
Fu, 0) = tut, = 0 
Mit den Abkürzungen 
W=JVEG>0, S=-E+GV?>0, 
W=VEG=YooW>0, a 


wobei v’ = = eine Tangentenrichtung im Flächenpunkt u, v bezeichnet, erhält man für die 
u r 
geodätische Krümmung g eine Kurve v = v(u) auf der Fläche r 
2WSRg=2EGV’—- EE,+RßEG-GE,)UY+(E@R—2GE)vV’?+6GGvV? © 


und für die geodätische Krümmung g ihrer Bildkurve auf r 


2WSPG=200W SRg+eElc—)E— EI +EGREn— og) v 
+EG(e, — 200) Vv?+oG le u +n6lV?....... (4). 
Diese Gleichung wurde von F. LöBELL in der vorne zitierten Arbeit benützt um die Rich- 
tungen v’ zu bestimmen, in denen die geodätische Krümmung Null bei der Flächenabbildung er- 
halten bleibt; vgl. Ziff. 3. 
2. Differentialgleiehung der geodätisch invarianten Kurven 
Für die durch g = g gekennzeichneten geodätisch invarianten Kurven ergibt sich aus den 
GIn. (3) und (4) die Differentialgleichung zweiter Ordnung 
2 Yoo VEG {fe E + 0G v2)? — Yoo (E + G v3} g[v] = R 


mit 
Be GEIe GE, —0EIFEGRE, so)" HEGLn— 20)!“ Ö). 


+oG|(e—o)G, + 0,6] v? 


ı) F. Löser: Der Einfluß einer Flächentransformation auf die geodätischen Krümmungen. Sitzber. der 
Bayer. Akad. der Wiss., math.-naturw. Klasse, 1957, S. 15 —24. 
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wobei g[v] nach Gl. (8) zur Abkürzung für den Differentialausdruck 


oe s er PEGV"—EE,+(2EG—GE,)v 
Bay 
RR + (EG—2GEJVE HG . 


gesetzt ist. 
Die Differentialgleichung (5) enthält v 
und nur dann, wenn 


’ Jinear. Der Koeffizient von v”’ verschwindet dann 


(E+0GV)=(E+G VW) (go, 


= A: EoW (RB — o) + GR (AR M)=0.... Er. (N). 


3. Singuläre Punkte und singuläre Linienelemente; geodätische Linienelemente 


„Singuläre Punkte“ bei einer Flächenabbildung sind durch g =o = 1 definiert, Die Ab- 
bildung ist in einem singulären Punkt längen- und winkeltreu. Wenn o und o in einem singulären 
Punkt stationäre Werte haben, wenn also auch noch 9, Tue 0 gilt, nennen wir den 
Punkt ‚‚singulär in 2. Ordnung“, andernfalls ‚‚singulär in 1. Ordnung“. ae 

In einem singulären Punkt 2. Ordnung wird die Differentialgleichung (5) zur Identität 
0 = 0, jede Flächenkurve erhält bei der Abbildung ihre geodätische Krümmung. { 

„‚Singuläre Linienelemente“ bei einer Flächenabbildung sind durch A = 0 definiert, vgl. 
Gl. (7). In einem singulären Punkt sind alle Linienelemente singulär, in einem nichtsingulären 
Punkt gibt es jeweils 2 singuläre Linienelemente, die reell oder konjugiert komplex sind oder auch 
in 1 reelles Linienelement zusammenfallen. 

„‚Geodälische Linienelemente“-bei einer Flächenabbildung sind durch R = 0 definiert, vgl. 
Gl. (5). In jedem Flächenpunkt gibt es entweder 3 geodätische Linienelemente, von denen eines 


stets reell ist und die beiden übrigen auch konjugiert komplex sein oder zusammenfallen können, 


oder aber lauter geodätische Linienelemente. Auf die geodätischen Linienelemente bezieht sich 
die vorne erwähnte Arbeit von F. Löser. Für ein nichtsinguläres geodätisches Linienelement 
A = 0, R = 0 bleibt nach Gl. (5) die geodätische Krümmung Null erhalten, während jede andere 
geodätische Krümmung bei der Abbildung ihren Wert ändert. Für ein singuläres geodätisches 
Linieneiement (A = R = 0) bleibt jede geodätische Krümmung erhalten. Für ein singuläres 
nichtgeodätisches Linienelement (A=0, R=0) bleibt keine geodätische Krümmung erhalten. 

Für ein nichtsinguläres Linienelement gibt es stets genau eine geodätische Krümmung, die 
bei der Flächenabbildung erhalten bleibt. 


4. Diskussion der geodätisch invarianten Kurven 


Für die durch 9 = g definierten geodätisch invarianten Kurven bei einer Flächenabbildung 
ergibt sich aus ihrer Differentialgleichung (5) folgender allgemeine Satz: 

Durch jedes nichtsinguläre Linienelement (A =0) geht genau eine geodätisch invariante Kurve. 

Die bei einer Flächenabbildung geodälisch invarianten Kurven bilden also bei Ausschluß der 

singulären Punkte eine 2-parametrige Kurvenschar. Jeder nichtsinguläre Flächenpunkt ist 

Scheitel eines Büschels geodätisch invarianter Kurven. Die singulären nichtgeodätischen 

Linienelemente führen auf Rückkehrpunkte geodätisch invarianter Kurven?). 


5. Geodätisch invariante Kurven bei konformen Abbildungen 


Bei konformen Abbildungen ergeben sich besonders einfache Beziehungen. Wir können 
hier jedes orthogonale Kurvennetz als Hauptnetz benützen und wollen fortan ein isothermes Netz 
als Hauptnetz zugrundelegen. Dann ist 


E=G, o=0=4, E=G=AE, 
a F » Wh Aa 
W=E, W=4E, S=E(-+v2), S=4E(1l+vV?) 5. 
Hiermit spezialisiert sich Gl. (4) zu 
2AYEYIı +vi(g Mg) =Au a 
und Gleichung (5) zu 
7 7 ’ E ’ B, ’ , 
Az lv 7 - EHI m u ON 


?) Hierauf machte mich freundlicherweise Herr F. LößerL aufmerksam 


i 
j 
j 
i 
j 
} 


<onformer 
varianten Kurven bes 


Fer # De r 
endig und hinreichend. Ebenso ist 


ennzeichnend dafür, daß die Kurven u = const geodätisch invariant sind. Die Gleichungen (9) 
‚und (10) sind miteinander verträglich und liefern 


1 1 | 
ne CGazconst =. — 00, ee et) 
| 1 -(2)E | v=) 9 
Hierdurch ist eine 1-parametrige Schar konformer Abbildungen gegeben, bei denen die Kurven 
des isothermen u, v-Netzes geodätisch invariant sind. Da bei Erfülltsein der Gln. (9), (10) be- 
liebige Werte v’ = const, v”” = 0 der Differentialgleichung (5*) genügen, sind alle Kurven 


P = 


3 De 5 (a, COnSL) 4 er Are ana >> ne: 
_ geodätisch invariant. Für die durch Gl. (11) bestimmten Abbildungen ist daher durch Gl. (12) De 
_ die Gesamtheit der geodätisch invarianten Kurven explizit gegeben. “. 


Anschrift: Prof. Dr. R. SAUER, München 23, Leopoldstr. 104 
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Über eine kubisch konvergente Variante der LR-Transformation 


z Von HEınz RUTISHAUSER 

, g1. Einleitung 

4 Es ist bekannt, daß durch die Rechenvorschrift: 

4 Beginne mit A = A; 

{ Zerlege A, in L,R,;; 

; | ee ET a 
Bilde das Produkt A,,ı = R,L, 


; eine unendliche Folge von Matrizen A,, A,, . . . entsteht, die unter geeigneten Bedingungen gegen 
- eine Dreiecks- oder Diagonalmatrix konvergieren. 
- Beispielsweise kann man für eine positiv definite symmetrische Matrix A die Zerlegung 


von A, inZ, R, für alle s so wählen, daß L, = RT wird, in diesem Fall existiert lim A, und ist 


s—>X0 


eine Diagonalmatrix (siehe [2], $ 10, sowie [3], Abschnitt A). Aber auch in diesem relativ günsti- 
gen Fall kann die Konvergenz sehr schlecht sein, wie man etwa bei der in $ 12 der Arbeit [2] als 


Beispiel benützten Matrix 
20 .—7 —7 2 
12 


N 

DD 
| 

O1 


symm. 6 
deutlich sehen kann. 


H. Rurısnavser, Über eine kubisch konvergente Variante der LR-Transformation 


; i hen — notwendig, den ein- 
t daher — um das Verfahren praktisch brauchbar zu mac | 
Be Zerlegungs-Zusammensetzungs-Algorithmus (1) zu modifizieren, indem man den Null- 


punkt der z-Ebene geeigneten Verschiebungen unterwirft: 
Beginne mit ya = A,» =2; 
Wähle ein geeignetes y,;_ ; 
Zerlege A, —y, Ein Ri Rs; ee tee ne 
Bilde das Produkt A,yı = R,R7; 
Berechne den neuen Nullpunkt 341 =3+ %s- 


i ist di ölli i ü daß y, möglichst 
Dabei ist die Wahl von y, noch völlig offen, man wird aber dafür sorgen, F 
nahe In hr Eigenwert von A, (aber noch unterhalb desselben) liegt. Eine solche Methode 
zur Bestimmung von y, wurde bereits in [2], $ 10 beschrieben, muß jedoch auf Grund von numeri- 
schen Experimenten als überholt bezeichnet werden. 


g 2. Prinzip einer verbesserten y-Bestimmung 


Es soll hier, ohne daß auf Details eingegangen wird, wenigstens das Prinzip einer verbes- 
serten Bestimmung von y, erläutert werden, welches sich in der Praxis bereits bewährt hat. 

Ein grundlegendes Merkmal dieser verbesserten y-Bestimmung ist der Verzicht auf die Be- 
dingung, daß y, unterhalb des kleinsten Eigenwertes von A, liegen soll. Man wählt y, vielmehr 
eher in der Nähe von geeigneten oberen Schranken für den kleinsten Eigenwert von A, welche 
sich leicht durch Betrachtung der Diagonalelemente von A, oder auch R,_ı ergeben. Dabei 
riskiert man allerdings, daß A, — y, E nicht mehr positiv definit ist, in welchem Fall die CHOLESKI- 
sche Zerlegung A,— y,E = RY R, mit reellen Zahlen unmöglich wird. Dies äußert sich darin, 
daß bei der Elimination das i-te Diagonalelement (1 <i = n), aus welchem die Wurzel gezogen 


werden muß, negativ oder Null wird. Dieses Vorkommnis wollen wir fortan als „‚Versagen der 


Zerlegung beim i-ten Diagonalelement‘‘ bezeichnen. 


Im Falle eines solchen Versagens muß die Zerlegung mit einem kleineren y, wiederholt ° 
werden, wodurch die Rechenarbeit zunächst vermehrt wird. Indessen liefert die mißglückte Zer- 


legung die Unterlagen für die Bestimmung einer meist ausgezeichneten unteren Schranke für ° 


den kleinsten Eigenwert von A, und damit zu einer erheblichen Beschleunigung der Konvergenz 
des Verfahrens. 


$ 3. Ein elementarer Satz über Matrizen 


Wir wollen den für die Erzielung kubischer Konvergenz maßgebenden Satz für ausgefüllte 
Matrizen diskutieren, obschon die LR-Transformation nur für sog. Bandmatrizen wirklich vor- 
teilhaft ist. 

Es sei B eine symmetrisehe n x n-Matrix und k die größte Zahl mit der Eigenschaft, daß 
die Hauptuntermatrix 


[Aı Aa... 
Pe 

Del Se 2 1 vo Bau Ani 
Arı (kg +» «+ Ag 


noch positiv definit ist (wir können k > 0 annehmen, weil sonst die Aussage des Satzes trivial 
wird). Alsdann betrachten wir die Matrix B in der folgenden partitionierten Form: 


U,'V 
B= [ale 
v7 5) 


wobei V eine k x (n—.k) und W eine (n— k) x (n — k)-Matrix ist. 


Die k ersten Eliminationsschritte des CHoLeskI-Verfahrens, auf B angewendet, führen zu 
einer Matrix mit k Zeilen und n Spalten, bestehend aus der k-reihigen oberen Dreiecksmatrix P 
und der k x (n— k)-Matrix Q, welche durch 


PFPP=W, PFQ=V.., 2. 


festgelegt sind (auf Grund der gemachten Voraussetzungen über U, existieren die Matrizen P 
und O). Ferner erhält man durch Subtraktion der Vielfachen der ersten k Zeilen von den übrigen 
n — k Zeilen von B eine (n — k)-reihige symmetrische Restmatrix 


W*=-W—grQ . (6), 


ug er : la 


= 7777 


ALERT RR RT 1,1 Ka er (ie 7 Tr Ser 5 Ba 
ch die restlichen n — k Eliminationsschritte ebenfalls in 2 Dreieck- 
= RT R. Mit P, Q und R könnte man dann die Cuouzskı-Zer- 

itionierter Form angeben: I = 


Pre we -Dulsosen une u 
(ar) N (7). a 
Qry RTL. \0 RR re Tr h R 


 Indessen ist auf Grund unserer Voraussetzungen nicht nur W* nicht mehr positiv definit, 
sondern es ist bereits ihr erstes Diagonalelement, welches durch Det (Ux+1)/Det(U;) explizit an- 
‚gegeben werden kann, nicht mehr positiv, so daß R gar nicht existiert. Es gilt nun: Br. 
 Satz1: Falls der kleinste Eigenwert der Matrix W* = W — Q7 Q negativ ist!), ist er i 
eine untere Schranke für den kleinsten Eigenwert der Matrix B. 
Beweis: Es muß nur gezeigt werden, daß die Matrix B+tE positiv definit ist, wenn £ " 
_ positiv ist und alle Eigenwerte von W* größer als —t sind, bzw. daß mit einem solchen ! die Drei- Bu 
 eckszerlegung von B-+E nach CHouzskı bis zum Ende durchführbar ist. Dies ist wiederum 
- der Fall, wenn die mit B-+tE anstelle von B erhaltene Restmatrix W** positiv definit ist, 
weil dann ja die Zerlegung von B+tE analog (7) in partitionierter Form hergestellt werden 
Kann. 


E. Nun ist | va 
4 W* =W — 07 0= W— VA(PJA(PIV=W— V’U!V, Be. 
Eara damit die analog für B-+ tE gebildete Matrix: | h 
Ew** WII, MW, +HE)IV=W*r+t1E.. + VII" — (U, +tE) ]V ®). ze 


wobei E, die x-reihige Einheitsmatrix bedeutet. Hier ist aber die Matrix S — U! — (U, +tE)" 
sicher positiv definit für {> 0 und damit V7 S V mindestens semidefinit; da aber W* +1 E„-x 
_ positiv definit ist, gilt dasselbe auch für W**, wzbw. 

2 Dieser Satz liefert also bei einem Versagen der Zerlegung eine untere Schranke für den 
- kleinsten Eigenwert der Matrix B. Von praktischer Bedeutung ist der Satz vor allem im Falle 
_ k=n-—1 oder k=n-—-2, weil man dann nur die Eigenwerte einer, höchstens zweireihigen 
"Matrix W* bestimmen muß. Es kann allerdings der Fall eintreten, daß die so erhaltene Schranke 
- sehr schlecht und damit praktisch unbrauchbar wird. i 


g 4. Eigenschaften der LR-Transformation mit Nullpunktverschiebung 


Bei der numerischen Durchführung der LR-Transformation beobachtet man, daß das 
letzte Diagonalelement von A, + 2, E gegen den kleinsten Eigenwert A, von A konvergiert. Dies 
braucht jedoch nicht immer der Fall zu sein (vgl. den Fall ‚‚disorder of latent roots” in [2], $ 4.3), 

_ doch kann man es durch Addition kleiner Störungen zu den Aussendiagonalelementen stets er- 

zwingen. Wir beweisen jetzt: 

Satz 2: Abgesehen vom Fall „‚disorder of latent roots‘, den man praktisch immer vermei- 

den kann, konvergiert das kleinste Diagonalelement von A, -+ z, Efür s— oo gegen den kleinsten 

 Eigenwert von A, falls dieser einfach ist und solange die in der Rechenvorschrift (2) definierten 2, 
der Bedingung — M < 2, < A, (mit festem M) genügen. 

Beweis: Man kann analog zu den Ausführungen in [2], $2 [insbesondere Formeln (6) bis 
(9)] zeigen, daß das Produkt der letzten Diagonalelemente der durch die Rechenvorschrift (2) 
erzeugten Matrizen Arte lssdr es s) gleich dem reziproken Wert des letzten Diagonal- 
elements von [(A— 2, E)(A—23E)... (A — z,E)]* ist.-Somit ist das letzte Diagonalelement 


w, von A, wie folgt darstellbar: 


u, 


= 
1 
j= Mrz Aserr re: VE ER 
me Aa) 2 (y—2-ı) en 
C; 
I j (,— 2) (y— 2) (4 — 2) 
wobei die Summen über alle Eigenwerte he Avon A zu erstrecken sind und die nicht- 


negativen Werte c; durch 


B> C; Ab — letztes Diagonalelement von A* (für alle k) 
j-1 


1) Dies ist unter den gemachten Voraussetzungen sicher 
serem Fall überflüssigen) Voraussetzung auch dann noch, wenn & 


der Fall, doch gilt Satz 1 unter dieser (in un- 
uch U;,, noch positiv definit ist. 
4* 


y 
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charakterisiert sind. Aus (9) erhält man sofort 


>es en ) 
+3 a a a 


wobei der Nenner derselbe ist wie (9). Da nun im Falle —M <z, <A; ha>ht&si#n 
offenbar 

4-2) (ya) (ha) _ (mrerM} 

(4) (A,— 2%) Dr (,— 2,) (A, + M) 


ist, folgt, daß der Ausdruck auf der rechten Seite von (10), in welchem im Zähler das Glied mitj=n 
-8 


fehlt, für s— oo mindestens wie y-[1 + vr) gegen 0 strebt, sofern c, #0 ist, wzbw. 
N 


Seien nun is Hg + + » An-ı die Eigenwerte der aus den n — 1 ersten Zeilen und Spalten von 
A,+2,E gebildeten Untermatrix. Für s> oo müssen auch diese gegen die entsprechenden 
Eigenwerte A, ...,An-ı von A konvergieren. Dies folgt daraus, daß einerseits 


ur S Ar keln,.sen er 
aber anderseits I (A, — u) = w, + 2 —4, sein muß, wobei die rechte Seite für s— oo gegen 0 
konvergiert. Daraus ergibt sich nun aber 


Satz 3: Unter den Bedingungen von Satz 2 konvergieren für s— ooauch die Außendiago- 
nalelemente der letzten Zeile und Spalte von A, gegen 0. 


Beweis: Es gibt unter den Voraussetzungen von Satz 2 offenbar Schranken f und g mit 
f< 9 derart, daß von einem gewissen s an gilt: 
>99 SIRERRE 
w+2<f 
d.h. daß jeder Eigenwert der genannten (n— 1)-reihigen Untermatrix von A, + z,E oberhalb g, 
das letzte Diagonalelement von A, + z, E dagegen unterhalb f liegt. 
Damit kann nun ein LR-Schritt für die Matrix 


BD, v $ 
4=[ ) a 


VrAR PR N 


N 


wobei U, eine (n— 1)-reihige symmetrische Matrix, b, ein Vektor mit n— 1 Komponenten und | 
w, ein Skalar ist, wie folgt beschrieben werden: Nach Wahl von y wird U,—y,E,„-ı nach ° 
CHOLESKI zerlegt: 


en, ) | 
Alsdann werden die folgenden Größen berechnet: | | 
ge (FE AIR 
DD’ = — U —HRgn 
1 Yı* 


Damit ergibt sich dann die Matrix A,+ı wie folgt in partitionierter Form: 
Us4ı=PP!T+gg, 
B4ı=T+G, 
vHh-rl=w—y,—o! (V—y,Es)?ol, | 
2 =,+ U; 
Da hierbei w,., < 


= /—24;1 und insbesondere alle Eigenwerte von U E un 
a er: ei = » N S i Ä = TObe 
alsg—,—,=9— 2.1 sind, folgt 5 s —Ys En-ı größer 


nn 


un ur 1 
Ib: Hl ey Ws+1 by (U, "U; Eu-ı) : vs Ws +1 A re a 
oder Tun 
Ids+1]? = IA v 2 El Me An 
a <a 2 


und damit die Nullstrebigkeit von Ib,|, wzbw. 
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.$5. Vorschlag zur Erzielung kubischer Konvergenz 


Auf Grund von Satz 3 können wir annehmen, daß unabhängig davon, wie in der Rechen- 
vorschrift (2) die Verschiebung y, bestimmt wird, einmal folgender Zustand eintritt: 


/ a) Das letzte Diagonalelement von A, ist kleiner als die Eigenwerte der (n — 1)-reihigen 
‚Hauptuntermatrix U, von A,. 


b) Die Außendiagonalelemente der letzten Zeile und Spalte von A, sind klein. 


Man hat freilich kein sicheres Kennzeichen für das Erfülltsein der Bedingung a), doch 
kann man dies zunächst einmal annehmen, sobald w, beispielsweise 50mal kleiner ist als alle 
andern Diagonalelemente von A,. Alsdann geht man bei den folgenden LR-Schritten wie folgt 
vor: 

Man wählt versuchsweise w, (letztes Diagonalelement von A,) als neue Nullpunktsver- 
schiebung. Die CHoLESKI-Zerlegung wird dann zwar versagen, aber in der Regel erst beim letzten 
Diagonalelement [andernfalls war die Bedingung a) noch nicht erfüllt], welches nach (14) den 
Wert 


ET RE ee 


erhält. Nach Satz 1 ist nun w, + w* eine sichere untere Schranke für den kleinsten Eigenwert 
von A,; man führt daher den LR-Schritt definitiv mit 


ae REDEN) 
durch. Hierüber gilt nun 


Satz4: Bei dem oben beschriebenen Vorgehen erhält man kubische Konvergenz, d.h. die 
Außendiagonalelemente der letzten Zeile und Spalte, sowie die Differenz A, — z, Konvergieren 
mit kubischer Konvergenz gegen 0. 


Die kubische Konvergenz bezieht sich ausdrücklich nur auf den kleinsten Eigenwert. Man 
kann aber, sobald w, < e ist, A, = z, setzen, dann die letzte Zeile und Spalte von A, wegstreichen ?) 
und die so erhaltene (n — 1)-reihige Matrix weiter verarbeiten. Auf diese Weise erhält man nach- 
einander alle Eigenwerte von A mit kubischer Konvergenz. 


Beweis von Satz4: Man erhält für die endgültige Zerlegung von A, die Größen P, q, r 
nach den Formeln (13), indem man für y, die rechte Seite von (17) einsetzt. Dies liefert uns nach 
(14) folgende Beziehungen für die Elemente 1,41, ds+1 der Matrix A,+ı [siehe d2)le 


W,+ı = Ww, — w, — w* — v? (U, — [w, + w*] E„-ı) d, 
oder wegen (16): | 
+ = VI(U,— w, E,-1)T — (U, — [w, + w*] E-) 1]; 
ee ID, — uw). (U, — [v4 Wr) E,.)%5, . 202202. (8). 


Da nun der kleinste Eigenwert von (U, — w, E„-ı) größer als die positive Größe g — f ist und 
dasselbe infolge w* < 0 auch für U, — [w, + w*] E„-ı gilt, folgt aus (16) und (18): 


— w* < |, (g— N" 
und damit (19): 
Des < (N 
Schließlich findet man aus (14): 
los+1l? = Tr. arq — Ws+1' br (U, ls 1 D,; 
und damit nach (19): 
Bs+ı? < Il (a — N 
oder endlich 
3 
A ne ee 
NEN Tu 


Die vorgeschlagene Methode erfordert zunächst 2 volle Dreieckszerlegungen und eine Zu- 
sammensetzung pro LR-Schritt. Indessen kann man sich damit begnügen, die Versuchszer- 
legung zur Bestimmung von ıw* nur mit einer aus der rechten unteren Ecke der Matrix A, ent- 
nommenen Untermatrix durchzuführen, so daß man mit seltenen Ausnahmefällen mit wenig 
mehr als einer Zerlegung auskommt. 


2) Wie man leicht zeigen kann, werden die verbleibenden Eigenwerte von A durch diesen Deflations- 
prozeß höchstens um den Betrag & verfälscht. 
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$ 6. Numerisches Beispiel 


Zur Illustration des Konvergenzverhaltens zeigen wir die Wirkung der vorgeschlagenen 
Variante auf die folgende Matrix: 


100 10 10 
A=| 10 2 1 
HE Be N 


Re 5 f i ; ählen wir als erste Verschiebung den 
Weil die beiden letzten Diagonalelemente gleich sind, wäh h Se 
kleinsten Eigenwert der aus den beiden letzten Zeilen und Spalten gebildeten ER u. RE 
Die Zerlegung versagt in diesem Fall schon beim 2. Diagonalelement und liefert die Re 


„fr 9.01010101 .. .— 0.0101010.. ) 
Hide ® 0.0101010 ....— 0.0101010 . ..) ” 


deren kleinster Eigenwert — 0.02020202 ... beträgt. Also endgültige Zerlegung mit 9 = 
0.9797979798; dies führt zu 
101.039 9919 0.004 079 7717 0.028 562 7730 
A,= 0.019 806 3417 —- 0.002 770 1735 
symm. 0.000 807 8385 


j j it ei i = 85, so versagt 
Versucht man jetzt die Zerlegung mit einer Verschiebung von w, — 0.000 807 83 ’ ar 
sie beim letzten Diagonalelement welches den Wert »* — — 0.000 412 3335 erhält. Somit wird 
die endgültige Zerlegung mit y, = 0.000 395 5050 ausgeführt, man erhält damit 


101.039 6046 0.000 000 0245 0.000 008 3270 
A 0.019 806 3436 — 0.000 058 2909 | , 
symm. 0.000 008 5875 


2, = 0.980 193 4848. 


Wird die Zerlegung von A, mit einer Verschiebung von w, — 0.000 008 5875 versucht, so 
erhält man w* = — 0.000 000 1716 und damit für die endgültige Zerlegung y, = 0.000 008 4159. 
Man erhält schließlich 


101.039 5960 0.000 000 0000 0.000 000 0000 


Ay 0.019 798 0993 0.000 000 0000 | , 
symm. 0.000 000 0000 


23 = 0.980 201 9007 . 


z, ist also der kleinste Eigenwert, in diesem Fall sind alle 10 Stellen richtig. Daß auch das Element 
4, verschwindet, ist ein Zufall; normalerweise müßte man jetzt die aus den beiden ersten Zeilen 
und Spalten gebildete Matrix weiter verarbeiten. 


S7. Zusammenfassung 


Die LR-Transformation [1], [2], [3] ist ein Mittel zur Bestimmung der Eigenwerte von 
Matrizen, die nur in der Hauptdiagonalen und in einigen Nebenreihen unter- und oberhalb der- 
selben nichtverschwindende Elemente haben. Durch geeignete Nullpunktsverschiebungen in der 
4-Ebene läßt sich die Konvergenz des Verfahrens bedeutend steigern, insbesondere kann mit dem 
hier beschriebenen Verfahren kubische Konvergenz erzielt werden. 
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we ui e IE ARE 
ronzamplitude selbsterregter Sch 


‚bei kleinem Energieaustausch”) | 
Von K. KroTter und E. KrEyszıg 


1. Einleitung 


Die Untersuchungen über selbsterregte Schwingungen zeigen im wesentlichen zwei Ten- 
denzen: Einmal ist man bemüht, eine allgemeine Theorie der selbsterregten Schwingungen zu 
schaffen, bei der die Voraussetzungen über die Koeffizienten der zugehörigen Differential- 
gleichungen auf ein Mindestmaß beschränkt werden, vgl. z.B. N. Levmson und O.K. SMITH 
[1] und J. J. Stoxer [2]. Zum anderen betrachtet man spezielle Klassen von Differential- 


_ gleichungen, die als Verallgemeinerungen oder Abarten der klassischen van DER Porschen Dif- 


ferentialgleichung r 
d— eg MN) +rRg=0 ET a) 


angesehen werden können. 

. Während sich auf dem erstgenannten Wege Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen über 
die möglichen stationären Grenzzustände („Grenzzykeln‘“) ergeben, führt der zweite Weg zu 
ziemlich genauen Aussagen über Einzelheiten des Schwingungsverlaufs. Diese Aussagen lassen 
sich bei vielen praktisch wichtigen Schwingungssystemen mit relativ einfachen Mitteln erzielen. 
Dies trifft zum Beispiel für die vor einiger Zeit von den Verfassern untersuchte Gleichung 


ind >0, (k=l)....... (1.2) 


zu; vgl. [3]. Man transformiert diese Gleichung (bei der die Rückstellkraft nicht auf den linearen 
Fall beschränkt ist) in eine lineare Gleichung 1. Ordnung und geht dann von der in Integral- 
form geschriebenen Lösung der zuletzt genannten Gleichung aus. Mittels einfacher Integral- 
abschätzungen gewinnt man auf diese Weise Aussagen über die Folge der Maximalausschläge 
(„Amplituden“), Schranken und Näherungen für die Amplitude Q* des Grenzzykels (die 
„Grenzamplitude‘) und andere Einzelheiten des Schwingungsvorganges. Wegen der Integral- 
abschätzungen vgl. auch H. Schusarr [4]. Da die hierbei entwickelten Methoden zum Teil 
gar nicht von der speziellen Form des Energieaustauschgliedes in (1.2) abhängen oder in ge- 
eigneter Weise verallgemeinert werden können, so lassen sich ähnliche Ergebnisse auch für 
Differentialgleichungen von der Form 
g—(en)erhg,)+rq=V0 (er Din (1.3) 

(und sogar für (1.3) mit einer durch ein Polynom f(q) gegebenen Rückstellkraft) erzielen, wie 
wir kürzlich zeigten; vgl. [5]. Es ist bemerkenswert, daß hierbei e nicht auf kleine Werte be- 
schränkt ist, d. h. daß der Energieaustausch während einer Schwingung groß sein kann. 

Beschränkt man sich hingegen auf kleine Werte von &, so kann man die Differential- 
gleichung (1.3) noch zusätzlich auf ganz andere Weise untersuchen, nämlich mit Hilfe der Me- 
thode der langsam veränderlichen Amplitude und Phase oder vermöge ihrer Erweiterung, der 
Methode von KRYLorr und BocoLiugorr [6]. Auf diese Weise erhält man Näherungslösungen 
q(f) und aus ihnen Aussagen über die Grenzamplitude Q*, sowie über die Modulation von Grenz- 
amplitude und Frequenz, wie im folgenden gezeigt werden soll. 


9. Der Näherungsansatz bei kleinem e 


Solange die Geschwindigkeit negativ ist (Z. B. kurz nach dem Schwingungsbeginn aus 
einer Ruhelage q = Q, > 0), hat (1.3) die Form 


tee) trRg=l... ren (2.ta}: 
für positive Geschwindigkeiten ergibt sich 
g—eahd+tga=0.:.:. rn (2.1b). 
Für e = 0 hat (2.1) die Lösung 
an lebe er (2.2). 


*) Die Arbeit enthält Teilergebnisse von Untersuchungen, die durch die ‚‚National Science Foundation“ 
der Vereinigten Staaten unterstützt wurden. 
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Ist e hinreichend klein, so können wir nahezu sinusförmige Schwingungen erwarten. Da- 
‘durch wird es nahegelegt, die Lösung in der Form 


ad) = alt) sinT, est + br ee 


anzusetzen, wobei die Amplitude a und der Phasenverschiebungswinkel b nun Funktionen der 
Zeit sind. Unser Ziel ist es, anstelle der Differentialgleichungen (2.1a) und (2.1b) für g(l) nun 
Differentialgleichungen für die beiden Funktionen a(f) und b(f) herzustellen. 


Aus (2.3) folgt für die Ableitung 


g=äsnrtaltbdeost ...- 2. Des 
Im Sinne der Methode der Variation der Parameter dürfen wir willkürlich 
asinrLabesrelii. ....,. 0 2er De 


setzen. Damit reduziert sich (2.4) auf 


DSaRCaT ee. ee 
Hieraus folgt , 
g=Aüxrcost—ax(x +b)sint 


und durch Einsetzen in (2.1a) 
acost—absint=—exrhl(asint, ERLITT EIN ITRREE 
Löst man das System der Gleichungen (2.5) und (2.7) nach a und b auf, so kommt 


a=—exhlasinzs, axwcosı)coste. . u 2ER, 
- ex ; i 
b=+— h(asinz,axcosı) SIN,T 0 a a 


Diese Gleichungen bilden ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung für die 
Funktionen a(f) und b(t). 


Aus der ursprünglichen Differentialgleichung (2.1b) folgt entsprechend 


a= +sahlasinT, axCOsF) COST... In nn Ba 

b=— —hlasinz, AHCHST)SnNT . 2 2.2 0 nn (20h 

Aus (2.6) ersieht man, daß die Gleichungen (2.8) im Intervall a/2 <tr<3n/2, die Glei- 
chungen (2.9) dagegen im restlichen Intervall —x/2 <r< z/2 (oder3r/2 <r<önj2) gelten. 


3. Die Methode der langsam variablen Amplitude und Phase 


Nach der Methode der langsam variablen Amplitude und Phase ersetzt man die Ausdrücke 
für a und 5 durch ihre Mittelwerte über ein Intervall der Länge 2x. So ergibt sich 


. Ex a2 - 3a/2 
| J heost de — | hose] TEN. 
ie =aj2 r/2 
Ö a ae 
N hin zde — ] hsin de] ET ER 


wobei h—= h (asint, axcosr) bedeutet und die Größen a und b in den Integralen als konstant 
anzusehen sind. 


Wir betrachten nun den Sonderfall für A, in dem 
Ar (0,0) ey (3.2) 
m 


I)= de, gr (mia) Fr (3.3) 


Ti) 
ist. ‚(Der Faktor y wird mitgeführt, um den ( 
Da ja dim x = 171 ist, gilt dim h = 

Damit wird 


rößen leicht ersichtliche Dimensionen zu erteilen. 
: dimg, dimg = 1, dimy = dim 7) 


. m 
h(asint, ax cos 7) = ya:costr c, a2“ sin?" 7 
u=0 


gen 


Piirun a de“ 


E 
” 
9 
4 
. 
e 
Kr 


VPATTR 
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und demnach 


ud m S . 
h cost dr = >, c,„ a2rt2 | «cos? 7 sind#T dr = > a 
H s . | E eo 2u +1 2u+3f" 


k=V0 u=0 


So folgt aus (3.1a) 


: dex x c, aaut2 
a= ED ra ornen er (3.4). 
Von besonderem praktischen Interesse ist die Funktion g(g) mit 
Get; mM=—, „=0 (en = m); 
dies entspricht der Differentialgleichung 
iii 2. n nn: 8-5): 


In diesem Falle besitzt die Schwingung einen Grenzzykel, wie in [5] gezeigt wurde. Die 
Gleichung (3.4) hat nun die Form 


ao terye® a a2 azım 36 
= = 3 nen see (3.6) 
Setzen wir a = (0, so ergibt sich hieraus 
_ |@m+)@m-+3)]?r 1 
d.= Aa —= | 3 lm eo alenıe. 0 Le peak ke (3.7), 


und dies ist offenbar eine Näherung für die Grenzamplitude Q*. Unter Benutzung von ag [vgl. 
(3.7)] läßt sich (3.6) in der Form 


4exya: > 


= u Oma Don 3 


ee (3.6a) 


schreiben. 
Beispielsweise erhalten wir für m = 1 die in [3] auf anderem Wege gewonnene Näherung 


Q* #00 = Vö/le| # 2,24/lal ; 
für m=2 ergibt sich 
ee = 
Q* ag = J35/3/Y|a| = 1,85/Yo| 
usw. Bild 1 zeigt die Größe des numerischen Faktors 


km = [2 m + 1) (2m + 3)/3]?” 
in (3.7) als Funktion von m. Für m — oo strebt k„ monoton gegen 1. 

Das Verhalten von a, [vgl. (3.7)] hängt von der Größe von |x| ab. Bild 2 zeigt a, in Ab- 
hängigkeit von m für verschiedene Werte von a. Für kleine |a| strebt a; mit wachsendem m 
monoton gegen 1. Für größere Werte von |a| hat a,, für beliebige, auch nicht ganzzahlige po- 
sitive Werte von m betrachtet, ein Maximum. Um diese Aussage noch etwas näher zu unter- 
suchen, setzen wir die Ableitung von a, nach m gleich Null und lösen die so erhaltene Gleichung 


nach & auf. Dies ergibt 
m+1)(n 3) 
am) = IE N IS ee BET u NS) 


mit 
M=4m(m+1)/@2?m+1l)@m-+3). 


Man erkennt aus (3.8), daß sich das Maximum von ag(m) mit wachsendem & nach größeren 
Werten von m verschiebt und für x — oo gegen oo geht. Im Bereich 1<m < 6 ist a(m) prak- 
tisch linear und kann durch 

a(m) 0,89 + 0,42 m 
angenähert werden. 

Weiterhin ersieht man aus (3.6a): 

(a) Ist die Amplitude a bei Beginn der Schwingung kleiner als ag, so ist a>0,d.h. die 
Amplitude wächst mit der Zeit. Umgekehrt ist für a > ag stets a< 0, die Amplitude nimmt 
mit der Zeit gegen a, hin ab. 
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(b) a ist proportional zu e. Vergrößert man & unter Konstanthaltung aller übrigen Größen, 
so vergrößert sich a, die Änderungsgeschwindigkeit der Amplitude a. Bi Ki: 
(c) Die Grenzamplitude a, ist stabil. Die rechte Seite von (3.6) hat nämlich die Form 


R(a) = (B— Ca") 
mit positivem B und C. Hieraus folgt 
Ra) =2a(B— (m +1)Car). 
Für a = ag(> 0) ist Ca?” = B und demnach 
R(a)=—2a,mB<0, (m >00), 
woraus die behauptete Stabilität folgt. 


\ I 
10 =. ı — 
140 : 
|:: | 
I . 


t 
' 
’ 


10 | | | ME Wü u a en 
o 7 2 3 4 5 m 0 7 2 3 4 a a, 
Bild1. Faktor ko, aus (3.7) Bild 2. Amplitude des Grenzzykels am) 


Für den Fall (3.2), (3.3) hat (3.1b) die Form 


A Er m 3/2 a/2 
= 37 ee | f cos? sin2«+H1 7 dr — f[ cos?:rsint#t1Tdr; 
7 


H=0 re/2 -a/2 


dieser Ausdruck ist null, da die vorkommenden Integrale sämtlich verschwinden. Der Phasen- 


verschiebungswinkel ist also in erster Näherung konstant, d.h. die Frequenz der Schwingung 
ist x, unabhängig vom Energieaustausch-Glied. 


4. Die Näherung nach Kryloff-Bogoliuboff 


Wir wollen nun eine verbesserte Näherungslösung herleiten. Hierzu gehen wir wiederum 
von (2.8) und (2.9) aus. Wie schon im Abschnitt 2 erwähnt wurde, gilt (2.8) (näherungsweise) 


in dem Intervall I: a? <tr <3n/2 und (2.9) in dem Intervall 5: 3r/2? Str <5n/2. Indem 
wir die Funktion 


k h(asint, axcost n2 <tr<3nl2 
h* (asint, axcosr) = | ( Fe ) 
la (asinT, ax cost) Br <r<5nß) 
einführen, können wir (2.8) und (2.9) zu 
@=—exh*(asint, dxcosr)cosn (4.1a), 


b= —h* (asinr, axcos7)sint Se Fe ee ee N) 


2. ee Me EEE 


a a a 0 A De 
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zusammenfassen. Die rechten Seiten werden nun in eine Fovrizrreihe entwickelt, 


a=—exrA,la—ex 2 Asta)cosn tr Bula,sunz|le 2.2.22. (492) 


b= u. Cola) + = 2 [Cı(a) cosnT 4 De)sunt . we: (4.2b), 


wobei die Fourıerkoeffizienten in bekannter Weise durch die Euterschen Formeln gegeben 
sind. Würden wir nun a und b auf der rechten Seite von (4.2) als konstant ansehen und den 
Mittelwert dieser rechten Seite über eine Periode bilden, so ergäbe sich — ex A, bzw. ex Cyla. 
Dies ist aber gerade das Verfahren, mit dessen Hilfe wir die durch (3.1) gegebenen ersten Nä- 
herungen gewonnen haben. Bezeichnen wir diese Näherungen fortan mit a, und b, so gilt also 


w=—e£exrA, und b=exCy)la. 


Demnach hat (4.2) nun die Form 


del, ER NA, Coon B,sin mr), Serge, 
n=1 

° - EX oo ; 

la 2,1C4 0608 Acer D,.Ssnn Ten rei h). 
n=1 


_ Um die verbesserte Näherung zu erhalten, wird (4.3) bezüglich t integriert. Hierbei werden 
die langsam veränderlichen Größen a und b auf der rechten Seite bei der Integration als kon- 
stant angesehen; nach Ausführung der Integration werden für a und b dann rechts die ersten 
Näherungen a, und b, eingesetzt. So erhalten wir die verbesserte Näherungslösung 


eg LK a le 
mit 
oo 1 > 
al) = a —e I, — [Aula) eosnt-nB,la)sanz '. ....2. (40a) 
n=1 
und 
z zes ml 
be) =b,+ — — [C, i lc» 
Q)=b+ E 2 -; [Cn(a) eos nz + Du(ao) sin n 7] (4.5b) 


Man kann zeigen, daß diese Näherungslösung die betrachtete Differentialgleichung bis 
auf Glieder von zweiter und höherer Ordnung in e erfüllt; vgl. [6]. 


Anstatt h* kann man natürlich auch h in eine Fovrizrreihe entwickeln, und in manchen 
praktisch wichtigen Fällen wird es bequem sein, zuerst die der obigen entsprechende Integration 
vorzunehmen und anschließend die Entwicklung des Resultates in eine Fourizrreihe. Die so 
erhaltene verbesserte Näherung hat dann nicht genau die Form (4.5), sondern es tritt als erstes 
Glied jeweils eine Integrationskonstante auf, während die übrigen Glieder, wie bisher, cosnr 
und sinnz enthalten. Auch diese Form der verbesserten Näherung ist praktisch brauchbar. 
Wir wollen dies für die durch (3.2), (3.3) gegebene Funktion h etwas näher verfolgen. 


Besitzt h die Form (3.2), so erhalten wir aus (2.8) und (2.9) 
ae Ten yglapßnn)coft.:. Heer ann ad 
b=+saxyglasinr)codrsinr. 2... 2. 2 „(A6h) 


wobei das obere Zeichen für r in ], und das untere für r in ], (vgl. oben) gilt. Wir setzen nun 
die durch (3.3) gegebene Funktion g ein, integrieren bezüglich t, wobei a und b wie zuvor als 
Konstanten angesehen werden, und ersetzen a und b nach Ausführung der Integration durch 
die 1. Näherungen a, und b,. So erhalten wir die verbesserten Näherungen. Sie lauten in ];: 


s ur 1 sin? T 
a, 2 BTL u er Sn 2 A 1 3 
at) = kı dr Sudlaurı uns| © (4.7a), 
2 m [eh 1 A+1 
br) =k,+EY > c, ag" >; C rn () CDSUTST IE an rtlA.70): 
u=V i=0 7 Tr A 


in I, haben die Summen die entgegengesetzten Zeichen. Hierbei sind k, und k, Integrations-. 


konstanten, deren Werte unter Verwendung der Anfangsbedingungen und der sich ergebenden 
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Übergangsbedingungen (Übergang für von /, nach I, usw.) zu bestimmen sind. Die Dar- 
stellungen (4.7) lassen sich als FourIERpolynome schreiben: 


u a — 1)j# i 
K)-kh—edy I, m | m entd 
k=U 


4 1420 +3) 
u (1) 2u+l Er ai El . 224. (4.82), 


’ m u 441 (= 1)?t1c agt u 21+3 1 = 4.8b). 
b) = kat say >, > - el. : cos (2r +1l)r (4.8b) 
ar Sr 


Indem wir nur den konstanten und „langsam variablen‘ Teil berücksichtigen, erhalten 
wir näherungsweise 


er 4 2u+3\], 
SL van al 2 Hi Ps M ) sinr (4.9a), 
ar) Sk ar > * |2u+1\ u 424 +3)\ u+1 
= SEN sen 4.9b 
b(7) zk A Dr. RR (4.9b). 
(7) a 4+1 (24 + 3) Wise 


Im Falle der Gleichung (3.5) ist c, = 1, (m = — 0, so daß (4.9) dann die Form 


a 3 2 qam 1 2m+1 
a) shoedrt, a et ) 


m 
1 2m->3 > j 
a SIn’E. ds Are (4.10a), H 
een | 
5 | 1 A SE, () ? 33 j) 
b(7) ak, — Eau y I— — 02 am eostr . . (4.10b) 
2 Zar 0 2 FH@iH5 1 +1 | 

hat. Insbesondere ergibt sich für m = 1 
ae (k —ra)sinT)sin@i + — sla)cosT) . .. 2,5% (4.11) 


mit 


2 
ra) = 2" 8—2R), s(@) =" (1—2K) 


und’R a2 aaa, 


5. Folgerungen bezüglich des Grenzzykels 


Wir betrachten die Gleichung (3.5) und ziehen aus den vorstehenden Überlegungen einige 
Folgerungen bezüglich des Grenzzykels, dessen Existenz in [5] bewiesen wurde. Für die ge- 
nannte Gleichung hat (4.7a) die Form 


j äl)=kk—Fil) . 2 0 (5.1) 
mit 
„ n | sin? T sin2”%+1 + sin2m+3 7 
Fr) =zaylsinrern ig gm U wi I 
22 3 “rn +1 ! 2m . 6.2) 


Diese Darstellung gilt (näherungsweise) in dem Intervall 7, (nämlich für 2/2? <tr<3x/2) 
in dem (2.8) gültig ist. Wir bestimmen k, so, daß 


aaa) =Q0* . ee 
wird. Es ist u e on 


An2)=kh—C, 


; a ei 2 , 1 1 
(® re ar ( i ) 


mit 


2m+10 9m 


2 easy |1 Sea 
38% Om + Domaala na (5.4), 


b, 


TER 


& 
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also wegen (5.3) 
(5.1) hat demnach nun die Form. 
ar) =Q+C—F@). 
Am Ende des Gültigkeitsintervalles /, von (5.1) wird. | 
aß) = Q*+C—FBxrß2) =0*+2C. 
Anschließend hat die Amplitude der verbesserten Näherung die Form 
U ki teen. di ah ee 
Die Integrationskonstante k* bestimmen wir so, daß die Übergangsbedingung 


aaa) =-aBr)=0*+2C .....2.2....066) 
erfüllt ist. Es ergibt sich 
aßıd))= KK —C 
und demnach mit (5.6) 
Ke=0430, 
(5.5) hat also nun die Form 


at) =Q* +3C+ Fl). 
Diese Funktion hat für =5n/2 oder r=/2 den Wert 
än/2) = Q* +3C+ Faß) =0Q*+4C. 


Um nun eine Näherungsaussage über den Mittelwert der Grenzamplitude zu erhalten, 
kann man die Schließungsbedingung 


a(r/2) = ü(n/2) 


betrachten, aus der sofort C = 0 folgt. Dies ist eine Gleichung für a, mit der Lösung 


| | 1 ern ng 


302 


die sich unter Benutzung von (5.4) ergibt. Der Wert a, aus (5.7) stimmt mit a, aus (3.7) überein. 
Bei der Gewinnung dieses Näherungswertes für den Mittelwert der Grenzamplitude wurde die 
Tatsache vernachlässigt, daß die Phase ebenfalls zeitabhängig ist und die oben definierten Inter- 
valle /, und I, demnach nur näherungsweise gleich den Gültigkeitsintervallen von (2.8) bzw. 
(2.9) sind. 

Setzen wir nun a, in F(r) ein, so ergibt (5.1) mit k, = a, eine Aussage über das Verhalten 
der Grenzamplitude Q*. Man kann auf diese Weise das Oszillieren von Q* um den Mittelwert a, 
näher verfolgen und die Abweichung des Grenzzykels von der Kreisform in der Phasenebene 
abschätzen. Während die 1. Näherung eine Grenzschwingung mit konstanter Amplitude und 
konstanter Frequenz ergab, ist die verbesserte Näherung eine Schwingung mit einer modulierten 
Amplitude und modulierter Frequenz, wobei die Modulationsglieder für die Amplitude durch 
den Ausdruck für F(r) mit a, = a, gegeben sind. 
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Ein inverses Eigenwertproblem für endliche Matrizen 
und seine graphische Lösung für n=3 


Von HELMUT HEINRICH 


Sowohl in der theoretischen Chemie im Bereich der Molekülspektroskopie [1], [2], als auch 
im Flugzeugbau bei der Durchführung von Standschwingungsrechnungen [3] ist ein Problem 
aufgetreten, bei dem im einfachsten Falle zu einer gegebenen (n, n)-Matrix A = (a;,) eine solche 
reelle Diagonalmatrix D = <d;> zu bestimmen ist, daß das Produkt P=AD vorgeschrie- 
bene Eigenwerte 4, Un + + » 4, hat. Über ein Iterationsverfahren zur Lösung dieser Aufgabe 
berichtet Une in diesem Hefte an anderer Stelle [4]. Er weist dort darauf hin, daß sich die 
Aufgabe auf die Form eines nicht-linearen Gleichungssystems bringen läßt. Dieses Gleichungs- 
system soll hier angegeben und für den Falln = 3 auf verhältnismäßig einfachem graphischen 
Wege so gelöst werden, daß man dabei sofort eine Übersicht über die Lage und die Anzahl der 
reellen Lösungen gewinnt. 

Offenbar ist die Aufgabe gleichwertig damit, daß die Produktmatrix P—=AD ein vor- 
geschriebenes charakteristisches Polynom P,„(u) mit den Nullstellen 2, 12, - - - » Un haben soll: 


det (ul— AD) = Pu) = (u— u) u—u)U—u) +...) 


(| = n-reihige Einheitsmatrix). Entwickelt man nun die Determinante, die in ausführlicher 
Schreibweise 


A Ayı dh — Andy... — and, 
det(ul—AD)= —Ayl H—Ugdy... — An du 
— dyı d, A223 d, - u Me d, 


lautet, nach Potenzen von u und führt den Koeffizientenvergleich mit dem Polynom 


P,(u) == Cn-r u (.=1) 


durch, dessen Koeffizienten c„_, mit den elementarsymmetrischen Funktionen der zw; in bekannter 
Weise über den VırTAschen Wurzelsatz zusammenhängen, so erhält man bereits das gesuchte 
nichtlineare Gleichungssystem für die d,, und zwar: 


2 A, d= A,dı +Agd, + ie + And, = D ki —— >% 
i= i=1 
RR 2 2 Au, =Adhh te tAa-msrh= 3 une 
su<üusn 1sh,<usn ec 
1 4 n ı 4 Bin ip Pi d,, d,, d;, = Me d, d, d, -H ai + A n-2a,n-1,n An-g n-1 d, (3). 
= a 2 Ki Ki, ku = — 0a 


lsu <u, <u Sn 


= ee een ke a ET 
ee en a... 
von nn NR a Ro 


Dabei sind die A; ; ;, die aus ] ß | j 

» ; A aus den Elemente ar a 1 1 I i 
a E a im ES ıenten der Zeilen ln Toon, 6 Und der gleichnamigen 
Sp: von A gebildeten m-reihigen Unterdeterminanten, insbesondere also 


N 
A; Be A: A... — .. un) 
i it» Ay; Te ap Ars. n = det A, 


’ 
Ay; Ay; 


ho ne ee ea numerische Inangriffnahme dieses in seinem Aufbau zwar sehr klaren 

a in 2 ws a RR angenehmen Gleichungssystems liegen noch keine 
h st den sonst üblichen allgemeinen Method 

a.a. O. angegebene spezielle Iterationsverfahren überlege jedem Falle wer a 


Lu 


co 


onalelemente so stark, daß sich die Eigen- E 
[5] nur noch wenig von den Hauptdignal- 


e‘ 
x 


Da Era Ai .o) 


E 4 könnte dann als eine erste brauchbare Näherung für D angesehen werden, mit der man ein 
Be  anschließendes Iterationsverfahren (beispielsweise das Uniesche) beginnen kann. ö FR 

Nach diesen allgemeinen Bemerkungen wenden wir uns dem Falln =3 zu, in dem das 
 Gleichungssystem (3) | 

. Ad + Ad, + ad; = hutkhbt=—ı 
Arpdıd, + Ayd,dz + Aydıd, = iu ip + Hp le IMG 


E- | ..(6)°, or 
F Addd= mies = — (y (A=deA) 


lautet. Eliminiert man aus diesen drei Gleichungen zwei der drei Unbekannten, so wird man 
für die dritte auf eine Gleichung 6. Grades geführt, deren Koeffizienten von den Elementen 
der Matrix A in ziemlich unübersichtlicher Weise abhängen. Wir wollen diesen Weg, obwohl 
er stets gangbar ist, nicht weiter verfolgen, sondern auf eine graphische Lösungsmethode zu- 
steuern. 

Zunächst reduzieren wir die Anzahl der Eingangswerte der Aufgabe, in dem wir — wieder 
unter der Voraussetzung, daß alle a;; # 0 sind — mittels der schon oben angeführten Diagonal- 
matrix A = (a,> — die MatrixP=ADin Ye 


P=GX mit G=AÄT und RA DUR FER ) 


umformen. Dabei ist X = «x;) eine Diagonalmatrix und G eine Matrix, deren Hauptdiagonal- 
elemente sämtlich gleich 1 sind. Hat man dann X so bestimmt, daß P= G X die Eigenwerte 


U» U, 4; hat, so löst D = A-X die ursprüngliche Aufgabe. 
Mit Bezeichnungen, die den bei der Matrix A eingeführten entsprechen, lautet jetzt das 
Gleichungssystem einfacher: 


E tut =—0 
1 a ER u 
. i Gun =—G& . -(G=detG) 


Es enthält nur noch vier Werte statt der neun Elemente von A. Eliminieren wir ein x; 
aus den ersten beiden Gleichungen, z. B. x,, so erhalten wir eine Gleichung K(x,, 2,) = 0, der 
in der x,, &;-Ebene ein Kegelschnitt $} entspricht. Die Koeffizientenmatrix dieses Kegelschnitts 


2 ist 

, 1 1 

z Gys 5 (61 + G9 — 63) DJ Cı GN 

* 

F K= 1 

E Ga 5% C Gy 

4 (symm.) C, 

E 

F Man sieht ihr sofort an, daß die Elemente in der ersten Hauptabschnittsdeterminante 
© nur von der Matrix G (d.h. von A), nicht aber von c, und c,, also auch nicht von den Eigen- 
4 werten u; abhängen. Die Matrix A allein ist also maßgebend dafür, ob $ eine Ellipse, Parabel 
E 


oder Hyperbel ist. Sehr wohl aber kommen c, und c, in den rechten (bzw. unteren) Randelementen 
vor, so daß sie auf Lage, Achsen, Achsenverhältnis usw. des Kegelschnittes Einfluß haben. 


PIrP 


£ 
Li 


1) Wir setzen dazu alle a;; 0 voraus. 
2) Vgl. dazu Unrıc [4]. 


a a a a 
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Ist $® in der x, 2,-Ebene gezeichnet (Bild), so ist jedem seiner Punkte P(x,, 2,) gemäß 


i i = — in Wert u= 2, % 13 
der ersten Gleichung (8) ein Wert , = — (a + % + %) und daher auch ein 2 
eindeutig en Denken wir uns X dementsprechend mit einer u-Skala versehen, so ist 


die Frage, ob und wieviele reelle Lösungen (X, 2, x,) der Aufgabe existieren, auf die Frage 


- C s 
zurückgeführt, ob und gegebenenfalls wie oft der Wert u = — G den u nach der dritten 


Gleichung (8) haben soll, auf der u-Skala vorkommt. 


Ohne daß die u-Bezifferung von f vollständig durchgeführt wird, läßt 'sich bereits durch 
einfache Hilfslinien ein gewisser Überblick über die Verteilung der u-Werte auf $ hinsichtlich 
ihres Vorzeichens gewinnen. Man kann nämlich sofort angeben, ob und wo auf f u=0 
ist, nämlich genau in den reellen Schnittpunkten mit den Geraden ,=(0, %=0 und 
—=G4+%+2%3=0. Damit ist klar, welches Vorzeichen u auf den zwischen den Null- 
stellen liegenden Kegelschnittbögen hat und welche dieser Bögen auf Grund des Vorzeichens 
des gegebenen Wertes u* überhaupt als Lösungsbereich in Frage kommen. 


Hat man in einem solchen Bereich zwei Punkte gefunden, so daß u* zwischen den zuge- 
hörigen Werten u, und u, liegt, so ist nur eine iterative graphische Interpolation wachsender 
Ordnung nötig, um den Punkt auf $ zu bestimmen, in dem — in den Grenzen der Zeichen- 
genauigkeit — u den verlangten Wert u* annimmt. 


Die einzige Mühe dürfte bei diesem Verfahren das Zeichnen des Kegelschnittes machen. 
Alles weitere ist denkbar einfach und verlangt nicht einmal eine nennenswerte Rechnung. Vor 
allem braucht die u-Skala in Wirklichkeit nicht als solche hergestellt zu werden, sondern es 
genügt, die u-Bezifferung eines Kegelschnittpunktes erst dann zu bestimmen, wenn sie tat- 
sächlich gebraucht wird. Es ist dazu nur notwendig, auf dem Millimeterpapier, auf dem ® ge- 
zeichnet ist, die Koordinaten x,, 2, des Punktes abzulesen und dazu 2, = —(c +2, +2,) und 
uU = 2, 7,2, auszurechnen. 
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Windkanalkorrekturen angestellter Körper 
bei komptessibler Unterschallströmung 


Von HUBERT CREMER und FRANZ KoLBERG 


Einleitung 


Bei kompressibler Unterschallströmung werden für Windkanäle kreisförmigen Querschnitts 
bei geschlossener und offener Meßstrecke die Geschwindigkeitskorrekturen unter Berücksichti- 
gung des Anstellwinkels berechnet. Wie in [1], [3], [8] wird diesen Rechnungen die Potential- 
gleichung der kompressiblen Unterschallströmung in der von PRANDTL linearisierten Form 
zugrunde gelegt. Das umströmte Flugmodell wird ersetzt durch eine Quell-Senken-Kombination, 
die jedoch hier nicht wie in [3] auf der Kanalachse liegt. Das Problem ist somit nicht mehr 
rotationssymmetrisch. Zur Bestimmung der Zusatzpotentiale werden ähnliche Ansätze benutzt 
wie bei I. Lorz [7], wobei jedoch wesentlich von der Methode der Fourrertransformation 
Gebrauch gemacht wird [9], [3]- 


1. Differentialgleichung und Randbedingungen 


Die Luftströmung im Windkanal ohne das Modell sei eine zu beiden Seiten des Kanals 
hin unbegrenzte Parallelströmung. Nimmt man wie üblich an, daß bei nicht zu großen Anstell- 
winkeln die Geschwindigkeitskomponenten der durch das Einbringen des Modells sich über- 
lagernden Störströmung kleine Größen sind, so kann die von L. Pranprı, linearisierte Potential- 
gleichung zur Beschreibung der Potentialströmung verwendet werden: 


2 10 120 „88 


— eo 2 a EZ . . . . . . . . . . . 
aaa de REN 2.0) 


Hierin ist ® das Geschwindigkeitspotential, r, 9, x sind Zylinderkoordinaten, und es ist 
ß?= 1— M?, wo M die MacH-Zahl der ungestörten Strömung bedeutet. 


Eine mathematisch exakte Abschätzung des bei den hier in Betracht kommenden MaAcH- 
zahlen durch diese Linearisierung entstehenden Fehlers ist nicht bekannt. Vergleicht man 
jedoch die mittels der linearisierten Potentialgleichung (1.1) erhaltenen theoretischen Ergebnisse 
mit experimentellen Befunden, so zeigt sich, daß erstaunlicherweise bis etwa M = 0,6 eine gute 
Übereinstimmung besteht. 

Ist 

D, = do + 9 (Ds Ma) ee EB l.A) 


das Geschwindigkeitspotential, das sich zusammensetzt aus dem Potential ®. = Us» 'X% 
(Us = Anblasgeschwindigkeit) einer Parallelströmung in Richtung der x-Achse und dem Po- 
tential einer gegen die x-Achse um den Winkel x angestellten Quell-Senkenströmung, so kann 
die Wirkung der endlichen Kanalgrenzen aufgefaßt werden als eine Zusatzströmung, deren Ge- 
schwindigkeitspotential ©, bei Überlagerung mit dem Geschwindigkeitspotential Ö, die an den 
Strahlgrenzen auftretenden Bedingungen erfüllt. Das Gesamtpotential 


oe Ne 


genügt dann also allen gestellten Forderungen. 


Die Randbedingungen an den Kanalgrenzen sind jetzt die folgenden. Beim Kanal mit 
geschlossener Meßstrecke muß an der Strahlgrenze die Normalkomponente der Strömungs- 


geschwindigkeit verschwinden 


od 22 > AR 
on Strahlgrenze on Strahlgrenze 


was sich in dem hier zu behandelnden Problem auf 


(9, + ®) Te > 
on Strahlgrenze 


reduziert. 


[oil 
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Beim Freistrahl muß der Druck auf der Strahlgrenze gleich dem konstanten Druck der 
umgebenden Luft sein, was über die Bervovurrische Gleichung unter Berücksichtigung der 
Randbedingungen für |x| — oo bei den hier verwendeten Modellvorstellungen auf 


[d, + D,]stranigrenze — 0 ne EEE ee A ee (1.5) 
führt. 
2, Potentiale und Zusatzgeschwindigkeiten im dreidimensionalen Fall 


Die x-Achse unserer Zylinderkoordinaten stimme mit der Achse des betrachteten Kanals 
kreisförmigen Querschnitts (Radius R) überein. Führen wir dimensionslose Zylinderkoordinaten 


L 
E=4, 0-99 


ein, so lautet die Differentialgleichung (1.1) in diesen Koordinaten: 
| 2 108 1 86 2 . 
Se, a N EEE En ah A 
ee Tr; Tr Bee 
Die einer um den Winkela gegen die x-Achse angestellten Quell-Senk-Kombination zu- 
geordnete Lösung ®, dieser Differentialgleichung lautet: 
Mr | 1 
8nR?. \Ve-+r%+ 2 [eo + 2.192 — 24-tga-0-cosd] 


1 
y a: Ba. TR LM .tor- : we gie: 
EN +P-[f? +4 -tg2a +29 -tga-0-cosd] 


d, = 


l 
(m — Quell-Senk-Stärke,, = gr a Quel-Senk-Distanz]. 


Dieses Potential können wir auch in folgender Form schreiben: 


m, € 
Se we ee Fre ee) ; on () 


0 


— Ku lVE FREE FDA tan ron) (Pe 


Nach den Additionstheoremen für BesseL-Funktionen [4], [5], [11] gilt 


K,(ya® + b®—2ab.cosp) = Kyla) - Iy(b) +2 8 Ky(a) - 1,(b) - cos (m g) 
m=l 


und entsprechend 


a RR: - 
K, (ya + -+2ab-cosp) = Kyla) - Iylb) +28 (— 1)" » K,(a) - I(b) - cos (mp) . 
m=1 
Benutzt man dies, so erhält man unter Berücksichtig itions 
Eu { E s sung der Additionstheore 
trigonometrischen Funktionen für ®, schließlich en nz 


i m 1 f e / 
Di, B» v) = 7. IR Are ß 5 Ko(p 0) I, (p} s to) - sin (7) - sin 7) dp 
{) 


As 2 cos (2 v v) K,,(p 0) I; (p )® tg a) » sin (Fr »sin 5 N dp 
v=1 
( 


x 


— > 2y nv) 2 NDR & 
2 Rh | Key+ı(p 0) I2,41ı (pA-tga)- cos 7) cos(f) dp, (2.4). 


zZ 


0 


Ze N u nd 2 Aue en ua, 


IFNY 
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Das Zusatzpotential d, muß nun folgende Bedingungen erfüllen: 
1. ®, genügt der Potentialgleichung (2.1). 


2. ®, ist eine in ö gerade Funktion mit der Periode 2x. Denken wir uns nun ©, in eine 
Fourızrreihe nach ® entwickelt: 


D,(E&, 06,09) = > EOS ME OR (2.5), 


und setzen wir voraus, daß diese Reihe und die aus ihr durch ein- und zweimalige gliedweise 
Differentiation nach den Veränderlichen £, o, 9 entstehenden Reihen in dem betrachteten Be- 
reich gleichmäßig konvergieren, so müssen die Funktionen 9(&0) ® = 0,1,2,...) den Dif- 
ferentialgleichungen 
ol 00 A 
u j ur. co) =.0,1,.2, m) 216) 
a 7 N 


genügen. Die Darstellung (2.4) der Potentialfunktion D,(£, 0, 9), welche wir abgekürzt in der 
Form 


D,(& 0, 0) = &cos 9) :9(& 0) 


schreiben können, zeigt, daß die py(E&,0) ungerade, die 9%,+1(&, 0) gerade Funktionen von & 
sind, was man also ebenfalls für die der Zusatzströmung zugeordneten Lösungen der Differential- 
gleichungen (2.6) verlangen wird. Führt man die Fourrertransformierten 


oo oo ] 
X, p) = | Po, & - sin 2) de = 2 | 9%, 8) sin ie ae orn | 
= 2 (2.7) 


72.10, p) = | 929 con" )ar=2 | PORNOS F (7) EN = LH.) 
v 


j TER: 3 A T 
ein, multipliziert die Gleichung (2.6) bei geradem » mit sın Ea ‚ bei ungeradem » mit 
cos (7) und integriert über & von — oo bis + oo, so gehen die Differentialgleichungen (2.6) 


über in 


d’p5, 1 dpa _ (2»)? 98) Op sin 7) er 
dee "0 de a Pe B /k- 


Ze cos er —pm=0 0(=01L2%..) 


E=-o 


bzw. 


do? 0 do 0 


En — P° Part = 0 = 0, ee 


(2) . * * . 
Da 9)” und 08 für | > © verschwinden, erhält man die den partiellen Differential- 


08 Mia, 
gleichungen (2.6) äquivalenten gewöhnlichen Differentialgleichungen: 
De weg Eon.) - 2...) 
de? 0 de e* 


Die allgemeine Lösung dieser Bzsseschen Differentialgleichung lautet 


9»(o, p) = A,(p) - Ip eo) + Bi(p) : K(p 0) V=0,1,2,...). 
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Da d, und mithin auch die 9’ im Kanalgebiet beschränkt sein müssen, kommen für uns nur die 
Lösungen 


in Betracht. Die des des Inversionstheorems der Foukıertransformation liefert dann 


= [Arte ap osin (ao 6-012..9....010 
und i “ 


1 oo 
u | Agssıld) Inr+ı(p 0): cos 7) menu: 
und nach (2.5) also j 


DB. EDxT (2v 9) [rer (p) : Is,(p 0) - sin (" 3) dp 


- > cos (2» +1} 9) [ern * Ia,+1(P 0) - cos (7) x u DENE (2.12). 
0) 


Die Funktionen A,(p) w = 0,1,2,...) sind auf Grund der gegebenen Randbedingungen zu 
bestimmen. 
Nach (1.4) haben wir beim geschlossenen Kanal die Randbedingung: 


ah 
| ö0 | = 0 RE (2.13). 

Unter Beachtung der bekannten Relationen zwischen Bzsserfunktionen [5] 
diK,(p o)} dK,(p 0) p 
reg =P.: d(p o) = {K,-ı( po) + Kr+ı(P O)} » 

d,0O) _ „AL _P a 

ar —'p: d(p 0) in {L,-ıP 0) + I,+1(P 0)} 

K_ıp) = Kp) , I_ıp) = IP) 


erhalten wir aus (2.13), w Ü v i » DW ur 
a us (2.13), wenn für ®, bzw. ®, die Darstellungen (2.4) bzw. (2.12) zugrunde ge- 


19 Mm, 1 Ä A\ K 
A,(p) = Sn Is(pA-tga)- sin vs in > 
N ee un {[PA\. Kar-ı(P) + Kartı(P) 
=. Tr lPA te) (7): N P=1,2..), 


Ag,+1(P) Fan EA 15 N ı(pA-t o 80): cos Kuh A ‚ Ka(Pp) = Ror4 (pP) 
7 2.) E —— 7 
RS: 2) I, Eee 
Das Zusatzpotential ist hier also 


oo 


|. 3. Kılp) eh 
= 0.7.1812 | Ba Te are ()* 17)" 


10] 


+ > cos(2»®9) | I,,(pA-t; ne -ı(P) + Kys+1(P) Fe 
= | 2 I2,-1(P) + Ipv4ı(P) Ia(pe) sin va ): en (7) dp 


(0) 


oo 


Ei cos((2»+1}9) | I,,ı to: Kas(P) + Kayra(p 
- ne | En I2,(p) + Te nz (77): cos" )ar 


0 


9(0 DAN: L(p 0) (# = 0,1; 2 Ro ea (2.9) 
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und für die axiale Zusatzgeschwindigkeit u, — = erhalten wir daraus 


Day 1 1 na 
Dep, 3 [Porn 0 Ion?) cs (7) 


IE DS cos (27) N P-Is,(pA-tgo)- ns = en Iz,(Pp o) -sin 7) cos ) dp 


r Zeost2r +10) [P-Tanıı Date). Te) Tau) I2,+1(Po)-cos = sin in dp 
—)) } 


I5,(p) Ze I2,+2(P) ß ß 

(2.15). 

Hierbei wurde nach [1] die Beziehung 
m, = Us-V (V = Volumen des Modell) . ...... (2.16) 
benutzt. 
Speziell für o = 1 läßt sich Formel (2.15) vereinfacht schreiben in der Form: 

Dev +2 

ei 8nRA \ÜE+N + Pi + RER —22tga. cos Hy] 


lE —A)2 + B?{1 + nn + 2Atgo- cos ae! 
ee ae 
3 2 ae | moE De > 3) De e) ® 
| 
(2.17). 


Beim Kanal mit offener Meßstrecke haben wir nach (1.5) die Randbedingung 


[®, cz Pz=ı =0 


welche 
* Dir pA\ Ku(p) 
AKp) =— pen 2 1 i-tg0)- sn (7): En 
* PA\, Ka(p) be 
As,(p) = -. Tre. AB I,,(pA-tgo)- (7 re vl, 2.02% 
* > M, R p4 Kor+ı(p) = 
As,+1(Pp) = mRe.1B Ioy+ı (PA . tg &) « COS | B >; ld (v = 0, 1; Pr A: 


liefert. Das Zusatzpotential beim Kanal mit offener Meßstrecke ist somit 
m 


5 et Kı(p) . /p4 pE 
B} = mA 3 | Bora) eo) sn (Jar 


e > cos (2v) | L,(pA-tg De aa ui 5 7) r 


Zu) 


— Ioos ((2v +19) [rs ig 2), m +1(p) 


Ia,+1(P 0): 7) cos? )dp (2.18) 
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und die axiale Zusatzgeschwindigkeit ergibt sich zu 


ee Be 2 z[P I,(p}-tgo) En I,(p o)- (7) on (#2) 


0 


= ä ; p2 £ 
aan (Re De I;,(p 0)- (7) cos(77.)ap 


+ Ycos (2 +1} o| Pla,+ı(pA-tga er Is,+1(p 0)-cos (7) «sin (7) dp (2.19). 


Auch hier wurde wieder (2.16) benutzt. 
Speziell für o = 1 vereinfacht sich Formel (2.19) zu: 


ER 2 
Udo = — g,.RaA JilE HA HP FR gta — DAtga cos DYp® 
er 


Ep FROTR wer 


3. Die Strahldeformation bei offener Meßstrecke 
Ist 
En) 


die Gleichung der freien ge so gilt dort die kinematische Bedingung 


(Ux + U)- — as ir: —1)=0 für, LDerar 5 a ae 


Hierbei bezeichnen u; bzw. u, die Geschwindigkeitskomponenten in Richtung der 9- bzw. 
r-Koordinatenlinien unseres Zylinderkoordinatensystems. Linearisierung der Gleichung (3.1) 
ergibt 


or 
U: ra für r=R, 
oder 
or u “ 
Fe Ü- fürn. RN VE (3.2). 
er oD 1 08 i i 
u, ist hierbei gegeben durch u, = Sn gr Die Deformation („Ausbauchung‘“) Ar=r— R 
der äußeren Stromfläche an der Stelle (#= = EN ) ergibt sich danach [3], [8] zu 
z/R € 
eh TS . 1 ed : 
[Ar]strahigrenze = IR | eben de= Ur | do IR: MR A (3.3). 
Nun ist Pi © 


0 
= (DPo+P9,+ 2 


a. 1 Ko(p) - Io(p) — Iy(p)- F DA F: 
mR.).p\2 | I,(pA-tga)-p op) Soft Ip) op): Kulp) .sin (7) (7)@ 


0 


o=1 


> a: K3,(p) I2,(p) — I3,(p) Ks (pP), 2) 3 
+ COS (23 DE | fort Ar to. . av; A Mr P4 R- PS 
P 1) p T.,(D) sin B - sin B dp 


= 


en ID’ cos {2% + 1} d) ri [} 904 ı(p}- tg ): BD Ks, 1 -ı(P) rn In,4 ı(P) Ra, 1(P) 
Ö 


v=Ü In,+ ı(P) 


| 
E 
7 
- 


hia Zu 
\ 
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und wegen der Identität 


K,(p) I,(p) — I;(p) K,(p) =—,. für allev, p#0 


hat man 
‘a * rn Mm, I,(pA.tga) pA pE 
e (Bo+®,+9B; IE amenBl2 aa (7 3 ) sin va dp 
= I2,(pA-tga) PANNE [DE 
+ = cos (29%) E T, - sin 3) - sin va dp 
= J 2»(P), ß ß 


— D} cos ar nn (Ami: Bo R sh cos") ap (3.4). 
v=0 n 


I2,+1(P) ß ß 


Für die Deformation der äußeren Stromfläche erhalten wir also den Ausdruck: 


4|4r m 1 IpA-tga) „ (PA pE 
eb |R_,- Un: RB 112 1 RT v5 (7) % 
+ Dos a PA; Zen. sn (7 )eos(7.)Qp 


< I2,+1(pA-tga). pA\, „[P& 
+ Semrınn| nt) (7) sn(",)ap 


2 
= cos? 
Bene ne 1 [mer (22) 2 


Vor mA -]2) Ip) EUR 
0 
e Re RE 5) 
h 2» * 
+ ‚2 cos ern | A; un? R : dp 
TrrulpA-tgo). ee (2) 
N ge EN ER RAN EI ER 
= 2 cos ({2» + 149) f 0) os | 5 r (3.5) 


Führen wir bei der hier auftretenden unendlichen Reihe den Grenzübergang & > — © 
gliedweise durch. so sind also die Grenzwerte 


© \ pP & 
I,,(pA-tgo) pX = = 
L,=li E er sin [—) » —— —- dp 
u, 1, ,(p) | ß p 
0 
und ( a EL.) 
oo BADE 
I f (pAi.tgo) p4 > u 
En = a ar 22 Yeos ae I ,.dDe 
Er 09.) Ig,+1(P) a P ] 
o 
zu untersuchen. 
Führen wir die Abkürzungen 
Zar: 
EEE En SER 
at: (3.7) 
Is,(pA-tga) 5 p4 Ipr+ı(PpR: tg g%) en B.: 
‘ = : se le Yaloye » cos | — DEN) 
F35,(P) I,,(p) sın ß 2 +1(P) = 1,02 (p). ß ( 
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ta, © H.GRmER und ee ee ea an 


ein, dann 2 3 
2, — lim [ Fa,c0) PD ap = tim [ N) ET 5; Pu) ap, 


E>-0 Ban oo 
0 


E>-o0 


e—>—-o0 6-0 F>-@ 


en | u lim N For Da + -lim en" 


Für die hier rechts an erster Stelle stehenden Grenzwerte haben wir nun einerseits: 


d 
lim | cos Ha = 0, 


g>—-0 v 


da sin 23 
Ze) DDR Tan N 
P I2,(P) P 
im Intervall (0, a) den Diricaerschen Bedingungen genügt und zum anderen nach (3.10). 
DIRICHLET 
| sin (p Pre 
lim | Fas41(P) — p dp a =—50- tg.) 
See 
0) 
da (pA-tga) p+ 
m — lim Te tPARBP) = ()-tga) 
sl) = ten) 


Wählt man bei 1a Untersuchung der in (3.9) rechts an zweiter Stelle stehenden Grenz- 
werte a sehr groß (a > 1), so kann man in F,(p) anstelle der modifizierten Bessetschen Funk- 
tion /,(p) die folgende asymptotische Entwicklung verwenden: 


1 e: P 
L(p) = nn -1e exp (p) a Be (3.11). 


Damit wird 


er = (A.tgo)U2.exp[— (1 —A-tga)-p] (#0: BE 


wo für nicht zu große Anstellwinkel« und im Verhältnis zum Kanaldurchmesser kleine Modell- 
längen jedenfalls 1—A-tg«& > 0 ist. 


Für die in (3.9) rechts an zweiter Stelle vorkommenden Grenzwerte folgt also (a0, a>1) 


oo 


4 F,,(p) a 


FE Bu | | Fa(p)| IH  (A-tgoj-ıe (= me 1) 
re F3,+1(Pp) 3) Far ol) Pl a 5 
d p 
x EN Atga)-ıR 
<(4.tga) 5 exp [—- (1 —A-tgo) p]| dp = | - ern exp [—- (1 —A.tga)a] (8.13). 
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Für & = 0 lassen sich diese Grenzwerte in analoger Weise abschätzen [3]. Die Ungleichung 
(3.13) bedeutet, daß es zu jedem &>0 eine Zahl A> 1 gibt, so daß für alle a mit a>A die in 


(3.13) links stehenden Integrale dem Be trage ni ich < & werden. Da die Gleichungen (3.10) für 
beliebiges a > 0 gelten, haben wir somit unter Benutzung von (2. 16) 


v1 [1 (R@i-tgo)  {pA\ (pe 
A o=1 — . _— 0 > .S = 1008 I = 
[ 0). 1 R> zu . ji > ai p 5 Io(p) sın | ß co B dp 


0 


I2,(pA: tg.) . DA pE 
) j en > 3 
+ > cos (23 o[ RR) sn B )eos( B Jap 


0 


ST | re. ) F\ | 
+ >,cos(2» +19 = A.tga)"*} art (PA IE) PA\ . /pE£ 
= }d) Su X. + DI zj, sin 3 dp} | (3.14). 


(0) 


(3.9). 


t 
| 
j 

; 


> 
- 
7 
i 
E 
E 


IE UTRT 
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Wir wollen noch die Strahldeformation weit hinter dem Modell (€ — oo) berechnen. Die 
Grenzübergänge lassen sich in derselben Weise wie früher durchführen und ergeben: 


i Mint S VAR < ’ 

l A Be at ERTL )-t av+l, ET | f „Port 

Jim [Aole-ı = 7°, .7 2 go". cos(29 +1}0)--,, ze tg ei?) 
va, A.tga- ei? 

N arten ie 

_ V tga [1 —(A-tga)%- cos2 9]. cosd — (A-tga)?- sin29- sind 

Ber: [1 — (A. tgo)?. cos2 9]? + (A-tga)*- sin?2 9 


Hierbei wird, wie auch in den ganzen früheren Überlegungen, 4: tg& < 1 vorausgesetzt. 


en: 


4. Die in‘ - tg a linearisierten Potentiale und Zusatzgeschwindigkeiten 


Besonders interessant sind die mitgeteilten Formeln, wenn A-tga<1 ist. Hier ist es 
berechtigt, in bezug auf A-tga zu linearisieren, d.h. nur noch die in A-tg« linearen Glieder 
zu berücksichtigen. 


Wir erhalten dann 


ee Be: 
DEE) an | Rp o-su(”z (ap 
0] 


— A:18g0acos 0 [p- Kuno: os("z )reos("z)ap sd. (2.4) 
0 


ß ß 
oder 
m 1 1 
D,(E, ‚d) = — 2 | Zen ee 
NT TER lem +BN VE-MrBO 
1 i 
+2ß4-tga- 000. == = ne Sn —— =) (2.2) 
EEE rar Mor Nee 
und als Zusatzpotential und Zusatzgeschwindigkeit für den geschlossenen Kanal 
m. |1 (Kıp) BA OfDE 
0 a | 1 PO (ar 


0 
[e} 
f 


— A-.tgacosd. | DI AD) 100.077): dp! (2.14), 


Is(p) + 1x(p) ß 


0 


alu. Kin) ED NR Di 
AM une : 7 nr COST N 
= ps '71B812 | ie B)°P 
10] 


6 | 2 co R Ko(p) + K;(p) I . cos kr sin & a (2:15y. 
#artga-cosa [P 1) + Ban 
N) 
Für o=1 vereinfacht sich (2.15) zu: 
UxV Ed j ra Ve 
garen | IE + ar + A? 


Updo=ı = 


| ERFA UI Ian chat 5 
+3 ßAtgacosd eF 2)? + BP? er [(E — 22 + ger N 


1 1 RIDA h B ) 
i = - .sin | —-] » cos | —- | dp 
R® 'm.1.ß2|2 ern os P 


0 


oo 


A\ 0. [PS ‚ 
+itga | ach: GENE 2.17). 


0) 
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Für den Kanal mit offener Meßstrecke erhalten wir 


[0,0] 


m, |1 (Kup) Zn A 7) 
DE=— area 2 | 10 eo I) un, p 


0 


| ig &x»cos# p 3 Kıp) I,(p 0) - COS 7 - COS 7) dp ir (2.18), 


a a Ex a ER 7)‘ 
uf — = ; Seller I,(P o) sn (A) cos"; p 


0 


a +Atga-cosd jr Kı(p) I,(p 0), - cos (7) - sin (7 dp} (2.19). 


I,(p) ß 


Speziell für o = 1 vereinfacht sich (2.19) zu: 


* 
Ug y=1 = 


SmRA|E+A® + EP? | ME—A)+, 


2% FAT 2.21). 
Hapaan (era re + Tea ppe)| 


Für die Strahlausbauchung beim Kanal mit offener Meßstrecke erhalten wir: 


rn a £ 
[4ol=ı — BR: . Bey] Dr en - sin en » COS Ki dp 


Bu ! 


+Atga-cos® = | : . c0S " ) - sin vs dp (3.14), 


I 8%, go 9". orale pi,6 ae ae (ol 
14 


lim [Aole=ı = 


E00 R® 


Wie aus (2.2) ersichtlich ist, setzt sich das in A - tg «a linearisierte Grundpotential ®,(&, o, d) 
zusammen aus demjenigen einer Quelle und gleichstarken Senke in den Punkten (4, 0,0) und 
(—4, 0, 0) und demjenigen zweier Dipole gleicher Stärke mit in der Vertikalebene liegender, zur 
Kanalachse senkrechter Dipol-Achse in den Punkten (1, 0,0) und (—4, 0, 0). 


Man ersieht aus den obigen Formeln weiter, daß für x = 0 die in [3] für das rotations- 
symmetrische Quell-Senk-Problem angegebenen Formeln resultieren. 


Die etwas unhandlich erscheinenden Formeln lassen sich mit elektronischen Rechen- 
anlagen (z. B. Z 22, Sie 2002) ohne große Mühe auswerten, worüber später berichtet werden soll. 
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Einleitung 


end von der Darstellung eines Systems von zwei Funktionen zweier reeller Veränder- 
n mit Hilfe zweier Gleitkurvenscharen werden die notwendigen und hinreichenden Be- 
Er gungen dafür gewonnen, daß ein gegebenes System von zwei Funktionen = x(u, vo), y = y(u, v) 
_ durch ein (gemeinsames) Fluchtliniennomogramm darstellbar ist, und es wird ein allgemeines Ver- 
fahren zur Ermittlung der Skalengleichungen eines solchen Nomogramms entwickelt. Aus dieser 
Theorie wird hier u. a. in einem Sonderfall auch eine andersartige Lösung der insbesondere von 
GRONWALL?) systematisch behandelten Grundaufgabe der nomographischen Darstellung einer 
Funktion von zwei reellen Veränderlichen gewonnen, und man gelangt auch zu Resultaten, die 
1. A. VILnEr in verschiedenen russischen Zeitschriften veröffentlicht?) hat. 


. Eine eingehendere Untersuchung erfahren Systeme aus solchen Funktionen, die Hlireh 
ein spezielles System von zwei linearen partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit kon- 
stanten Koeffizienten verknüpft sind. Für diesen Fall läßt sich die geometrische Struktur der 
Nomogramme vollständig ermitteln. Alle darstellbaren Funktionensysteme dieser Art lassen 
- sich angeben. Als Anwendung werden alle darstellbaren Funktionen w = f(z) einer komplexen 
Veränderlichen in zwei Tabellen zusammengefaßt. 


1. Die allgemeine Darstellung eines Systems von zwei Funktionen zweier reeller 
Veränderliehen dureh ein Nomogramm mit zwei Gleitkurvenscharen 
Vorgelegt sei das Funktionensystem 
= U,0 
a 
y = y(u, v) 


Es wird vorausgesetzt, daß diese Funktionen und alle weiteren im Verlaufe der Aus- 
führungen auftretenden Funktionen die erforderlichen Differenzierbarkeitseigenschaften be- 


sitzen. Weiterhin sei in einem Bereich B der uv-Ebene D= nn n #0, so daß für das 


System (1) in B eine eindeutige Auflösung 


= ’U(X, U) 
i DI ee er 


existiert. 
Nun seien zwei Kurven C, und C, mit den Parameterdarstellungen 


vi un NN ” . 


ä (Ga hu), 2 ES ausm 
: £ N = (u) AD) 

E: gegeben. Auf GC, sei ein beliebiger Punkt P;(u), auf C, ein beliebiger Punkt P,(v) angenommen. 
7 ' Die Gleichung der Verbindungsgeraden P, P, läßt sich nach Einsetzen von (2) auf die Form 

5 | Ä 

2. F&Ens ZH - tn trhR—hNn-O 


bringen und stellt bei variablen x, y eine oo%-fache Geradenschar dar. Für jeden festen Wert x 
ergibt sich eine oo!-fache Geradenschar mit dem Parameter y, deren Einhüllende eine Kurve 
x = const ist. Für jeden festen Wert y erhält man eine oo!-fache Geradenschar mit dem Para- 
meter x, deren Einhüllende eine Kurve y = const ist. Die Gesamtheit der Tangenten einer 


1) F. Reurter, ZAMM 36 (1956), S. 258—260. F. REUTTER, ZAMM 37 (1957), S. 260— 261. 

2) T. H. GRONWALL, Journ. de Math. pures et appl. (6° serie) VIII (1912), S. 59—102. 

3) S. hierzu W. HÄnnLer, ZAMM 34 (1954), S. 293/294 u. I. A. VILNER, insbes. Berichte der Ak. d. 
Wiss. UdSSR 58 (1947), S. 729—732 u. Math. Sbornik, T 27 (1950), S. 3—46. 


a Sl in a al ul ara aaa zul ul 


w»> 


Die olgenden Untersuchungen schließen sich an zwei one kurze Mitteilungen?) an. 
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u ’ ut alaenssliehrelieit. Brise ee Zn —_ 


ü i — t bzw. x = const 
K x = const bzw. y = const berühren nacheinander alle Kurven y = cons S 
Sn Gorkseen y- bzw. Ve (Bild). Die Kurven x = const und y= gu Gleit 
kurven. Ihre Parameterdarstellung ergibt sich aus r=0, F,=0bzw. F=0,R=0: 


kan) +R kWh m +Hnh— lu 
EN ER hl Km -DrAh—hlU | «, 
n_ Ah@-mM)+ % (hl — 9 Ih (2 — 9) + RD) RE 
HEN gr HH - KR -MHEh—elU 
hr Ih (9e — 9) + 9 (hı = f)] ww —h Re — N) + % (h —IolVr 
NEE dt DRM | 
9elhı (2 — 9) + Al fo) z — Hl 9 — 9) + Rh —Ioldz 


RNIT rn) + Toll 


In (4) und (5) sind die Funktionen f,(u), 9,(u), fs(v), 95(v) noch frei wählbar mit der einzigen 
Einschränkung, daß sie nicht den Nenner von (4) oder (5) zu Null machen. 


U 


S2 


Gleitkurvennomogramm eines Funktionensystems (schematisch) 


Je vier zusammengehörige Punkte x, y und u, v liegen bei dem gewonnenen Nomogramm, 
das als Gleitkurvennomogramm bezeichnet wird, auf einer Ablesegeraden, welche die Skalen- 
punkte u, v verbindet und die x- und die y-Kurve berührt. Bei der Berechnung des Nomogramms 
erhält man sowohl die Berührpunkte als auch die zugehörigen Punkte auf C, und C,. Die Tan- 
genten können daher als Verbindungsgeraden von Skalenpunkten gezeichnet werden. 

Die Gleitkurvennomogramme sind nur von beschränkter Genauigkeit und für die Praxis 
zu schwerfällig. Doch kommt ihnen eine wesentliche theoretische Bedeutung insofern zu, als 
aus ihnen u. U. als Ausartungsfälle Nomogramme mit vier Punktskalen gewonnen werden können. 


2. Fluchtliniennomogramme mit vier i. a. krummlinigen Punktskalen als Ausartungsfälle 
von Gleitkurvennomogrammen 


Es soll jetzt nach der Bedingung dafür gefragt werden, daß die Tangentenmannigfaltigkeit 
jeder Kurve x = const bzw. y = const in ein Strahlenbüschel entartet. Dabei ist der geometrische 
Ort der Strahlenbüschelmittelpunkte P;(&,(x), nz(%)) bzw. P,(&,(y), n.(y)) eine nach x bzw. y 
bezifferte Kurve. Alle Ablesegeraden, die zu demselben Wert x — const bzw. y = const ge- 
hören, müssen jetzt durch denselben Punkt P,(&&), n3(&)) bzw. P,(&,(y), n4(9)) gehen, statt 
eine Kurve zu umhüllen. Dann dürfen in (4) &, und n, nur noch von x abhängen, d.h. 


08, on 

N) ray Be . 

oy 3 °y 0 . . . . . . . . . . . . . (4a); 
in (5) dürfen &, und 7, nur noch von y abhängen, d.h. 


3% N LE a 


ur. 
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A id 
Es zeigt sich, daß mit ne = ach . = ( erfüllt ist, mit = —=0( auch -_ —=D,.s0 
hr R; 
daß nach Abspaltung von Faktoren, deren Verschwinden ausgeschlossen werden kann®), 
(4a) und (5a) mit den beiden folgenden Gleichungen 


| (6) 
UydyP —Uydyg = UyDdyy— DyUyy 
äquivalent sind. Hierbei bedeuten p und g folgende Ausdrücke in I» 9: 
ER ee N he—hg 
ha—-W+ah-—h) RG —-M)+%(h—h) BEN 
ehe. he—hg 


v 74 2 Ye [4 
h %®—9)+%(h—h) ha W)+galh—h) 
Durch weitere Umformungen der Gleichungen (7) und elementare Rechnung gewinnt man 
ohne Benutzung der Gleichungen (6) die Beziehungen 
Pas Zi (EA Melanie Pi araenet (8); 


Dee U DIADE Ges Denen a (9). 


Nun betrachtet man wieder das Gleichungssystem (6) und löst es nach p und g auf. Hier- 
bei ergibt sich, solange D und alle partiellen ersten Ableitungen von u(z, y) und v(x, y) von Null 
verschieden sind: 


= 1 Ugz Uydy —UyyUzlz |, Dyyba— Vazly 
p(uz, y), v(t, y)) 3 zei u, D) BR u, er D,D, 
(X, 
“ u,, U — u,, u Dr U.D, DDR ee 
Eau, a N Here SER NY 
lu, y), v(X, y)) in u, D) U, u, D,D, 
x, y) 
oder 
Tun %o + Zoo Eu — 2 Zu du 2 4 | 
—I | Lu En 
er ee ne 
enge + You — 2 Yu Yule 
Ds DIy ah Tue rs #2 1 
Tun 2: + on u — 2 Xuo Tu Xp “u 
| y ae 
g(u, v) = Ey a = Fu, v) 
KEY) | Yundo + You 2 YunYul 
ou, D) Yu Yn 2 


Es sind also ® und Y durch das Funktionensystem (1), p und q durch die Skalendarstel- 
lungen (3) bestimmt. Wegen ® = p, Y = q gelten auch für ® und '/ die Differentialgleichungen 
(8) und (9). Diese beiden partiellen Differentialgleichungen in ® und 7 


DE ee ser ul 
Eee N ee re eat Ne 


sind also notwendige Bedingungen dafür, daß das gegebene Funktionensystem durch ein Flucht- 
liniennomogramm darstellbar (nomographierbar) ist. 

Zum Nachweis dafür, daß diese Bedingungen auch hinreichend sind, wird angenommen, 
es sei ein Funktionensystem (1) so gegeben, daß die aus ihm nach (11) gebildeten Funktionen Ö, 
Y (8a), (9a) erfüllen. Nun stellen die aus denselben vier willkürlichen Funktionen einer Ver- 
änderlichen aufgebauten Funktionen (7) das allgemeine Integral des Systems (8a), (9a) dar; 
® und Y sind partikuläre Integrale dieses Systems und in den allgemeinen Integralen p und q 
enthalten. Daher müssen die f;, 9; in (7) so bestimmt werden, daß die Beziehungen p = d, 
g=W erfüllt sind. Zusammen mit zwei beliebigen der vier Gleichungen p, = Du: Pr = D,, 
u = Pr m = Y, stellen die genannten Beziehungen ein System von vier gewöhnlichen Dif- 


v . 0 . 
ferentialgleichungen zur Bestimmung der vier unbekannten Funktionen fj, 9 fa, 9 dar. Diese 


4) Das Verschwinden eines dieser Faktoren bedeutet eine Ausartung insofern, als u und v nur je von 
einer Veränderlichen abhängen und zugleich drei der Skalen auf einen einzigen Träger fallen, so daß über- 
haupt kein Fluchtliniennomogramm mehr vorliegt. 
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Funktionen sollen als Parameterdarstellung der u- und v-Skalen eines Fluchtliniennomogramms 


aufgefaßt werden. Dann läßt sich die Parameterdarstellung der z- und y-Skalen aus den Glei- 
chungen (4) und (5) berechnen. Zunächst legen die Gleichungen (4) und (5) ein Gleitkurven- 
nomogramm fest. Dieses wird zu einem Fluchtliniennomogramm, wenn die Beziehungen (da), 
(5a) bzw. (6) gelten. Da aber p= d, q = Y die Lösungen des Systems (6) sind, sind mit (6) 
auch (4a), (5a) erfüllt. Es stellen also die gewonnenen acht Funktionen /,g; (Ü=1,2,3, 4) 
ein Fluchtliniennomogramm dar. Es bleibt noch zu zeigen, daß dieses Fluchtliniennomogramm 
das gegebene Funktionensystem x = x{u, v), y = y(u, v) darstellt. Dazu bildet man mit den 
gewonnenen fi, fa, 9, 9, und zunächst noch beliebigen fs, 93, fi 94 die beiden Soreaudeterminanten 


ha 1 h 9 4 
Fuv,)=|k 9% ı und G(u, v, y) = rk gg ı 5 
k % U han] 


Setzt man in die Gleichungen F(u, v, x) = 0 bzw. G(u, v, y) = 0 das gegebene Funktionen- 
system (1) ein, so verschwinden diese dann und nur dann identisch, falls die gleich Null ge- 
setzten Sorzaudeterminanten das vorgelegte Funktionensystem darstellen. 


Die Sorzavdeterminanten verschwinden identisch, falls 


ah+tPpk Ah +PR 
m A ge EEE Eee 
fs x + ß 93 x + ß ( ) 
bzw. 

+ Yhrt Is _ 99 + 69s - 
ee en : WISE a 
Allgemein sind jetzt aber /, und g;, /, und g, Funktionen von u und v. Damit ein nomo- 
graphierbarer Zusammenhang vorliegt, dürfen /; und 9, nur in der Weise von u und v abhängen, 


daß sie sich nach Einsetzen von (2) als Funktionen von x allein ergeben, d.h. ie — > — gi: 
Entsprechend muß für die Funktionen /, und 9, gelten % !— = = (. z e 
x x 


Betrachtet man die vorgeschriebene Berechnungsweise (4) bzw. (5) der f,, 9; bzw. fi 9% 
so zeigt sich, daß sie die Form (4b) bzw. (5b) hat. Somit ist das identische Verschwinden der 
SorEAudeterminanten gewährleistet, und es gelten außerdem, wie schon gezeigt, die Beziehungen 
(4a), (da). Es ist also bewiesen: x 


Notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein Funktionensystem (1) durch ein 
Fluchtliniennomogramm mit vier i.a. krummlinigen Skalenträgern für die vier Skalen u,v,x, y 
dargestellt werden kann, ist das Erfülltsein der beiden partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung 
(Sa), (9a), wobei D und Y aus dem System (1) gemäß (11) gebildet sind. 


Die vier Skalenfunktionen fi» 9; fr, 9. lassen sich aus den Gleichungen p = ®, q = Y und 
zwei beliebigen der vier Beziehungen 


Pu = D,; Pr = BD, =P: nz „A a Fe u 2 2, (12) 


gewinnen. Eliminiert man nämlich sowohl aus p = ® und zwei der Gleichungen (12), als auch 
ausg= y und zwei der Gleichungen (12) jeweils u und »v, so erhält man noch zwei weitere Re- 
lationen zwischen fi fa> 91, 9g und entsprechenden Ableitungen dieser Funktionen. Diese stellen 
zusammen mit p = P, q= Y ein System von vier gewöhnlichen Differentialgleichungen zur 
Bestimmung der vier Funktionen fi, fs, 9, 9 dar. Zweckmäßig wählt man 1 — ® und, =”. 
Man erhält dann ein System von vier Differentialgleichungen 2. Ordnung zur ee der 
vier unbekannten Funktionen und damit eine achtparametrige Lösungsmannigfaltigkeit GE 
her ergeben sich insgesamt acht Integrationskonstanten re | De 9; ke 1,2 3 4). be, 

2 r; a A ® 

Es sollnun untersucht werden, ob diese Lösungsmannigfaltigke 


' N it nur projektiv äquivale 
Nomogramme umfaßt oder ob es darüber hinaus noch weitere gibt we m 


Es seien 
I" a hu, ce) ; gr — u, CH) 
IF = flo, 3); gr = gl, CH) d “+. (13a), 
h = hu c1); I = (u, C,%) | 
Allen: nn) te 


zwei individuelle Lösungssysteme der Gln. 


De», N Br \ 
q P= 8%, u = IP steh 


rn ee 
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Die zu diesen Lösungssystemen gehörigen Werte c% bzw. c;, der Konstanten c;; werden durch 
Vorgabe von je zwei voneinander verschiedenen Punkten der u-Skala und der v-Skala bestimmt, 
d. h. durch Vorgabe der Funktionswerte f%, g,# bzw. fi, Gı (= 0, 1) der f,, 9; für je zwei ver- 
schiedene Argumentwerte Ug Uy; Dy D}. Die zugehörigen Punkte werden mit P#, P#, 0%, Q* bzw. 
Po P, Oo Q, bezeichnet. Sie sollen einem Bereich angehören, in dem das Lösungssystem f,, g; 
regulär ist. Nun ist andererseits eine projektive Transformation der Ebene durch Vorgabe von 
vier Punkten P#,Q*(l= 0,1), ‚von denen keine drei einer Geraden angehören dürfen, und den 
vier transformierten Punkten P,,Q; eindeutig bestimmt. Die projektive Transformation 


SETIRLUF N Et AEN+ A, 
Et agnNtGg EHEN t Ag | 
führe das zu den c#, gehörige Punktequadrupel in das zu den c;; gehörige über. Ihre Koeffi- 
zienten Q;, lassen sich bestimmen, indem man in (15) für &, n bzw. E n die Werte f#, g$ bzw. 


fi» 9: einsetzt. Durch diese projektive Transformation wird das Lösungssystem f#, g* in ein 
System 


ji= rei, 


I Fi hu, cH) ’ g* — lu, CH) >» 
If = Ih", c#,) ; 9% = 9,(v, c},) 


transformiert, das ebenfalls ein Lösungssystem darstellt, da ein Fluchtliniennomogramm sicher 
projektive Transformationen gestattet. Fällt das System 1#, g# stets mit dem System f;, 9; zu- 
sammen, so kann jedes individuelle Lösungssystem der Gln. (14) in jedes andere nur durch eine 
projektive Transformation übergeführt werden. Dies ist sicher der Fall, wenn es durch zwei 
beliebige Punkte P,, P, genau eine u-Skala und durch zwei beliebige Punkte Q,, Q, genau eine 
v-Skala mit jeweils vorgeschriebenen Graduierungsmarken u,, U,, d,, d, gibt, d.h. wenn die acht 
Gleichungen 


Er, = flug Cr) ; & = kV 21) ; 
NP, 3 (Up; Cı%) ’ NQs = EUR (33) ’ 
Er, = hun, 613) » &0 = hu, Car) » 
nr, = IılUn, C12) ; 7 = 92(dı, C2x) 


eindeutig nach den acht c;; auflösbar sind. Dann sind alle Fluchtliniennomogramme des vor- 
gelegten Funktionensystems projektiv äquivalent. Für die unter 5. und 6. behandelte spezielle 
Klasse von Funktionensystemen trifft dies allgemein zu. 


Bei den bisherigen Überlegungen sind die Skalen für u und v sofort als krummlinige Punkt- 
skalen angesetzt worden, während die x- und y-Skalen erst als Ausartungen von zwei Gleit- 
kurvenscharen zu Punktskalen wurden. Nun sind aber offenbar die vier Skalen als i. a. krumm- 
linige Skalen ein- und desselben Fluchtliniennomogramms völlig gleichberechtigt. Das läßt sich 
dadurch zeigen, daß man die Gln. (4) und (5) nach f}, 91 fa, 92 auflöst. Es ergibt sich dabei, daß 
die Gleichungen (4), (5) in die durch Auflösung gewonnenen Gleichungen übergehen, indem 
man x mit u und y mit v vertauscht und den Index 1 durch 3, 2 durch 4 ersetzt. Demnach be- 
rechnen sich die f}, 9, fa, gg analog aus den fz, 9, fa, 94 wie die fz, 93, fa, 9, aus den f,, I fas 9a: 
Durch die Vertauschung x — u, y— v gewinnt man aus den Größen ®(u, v), Y(u, v) die neuen 
Größen ©(z, y), Y(z, y), wie durch Rechnung gezeigt werden kann. Die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Darstellbarkeit des Funktionensystems (2) lauten: 


vv + 2 Pi, = 


yY 
DT; 1 
209,+ E22 


Da | . 0 aa 
2 47 


I 
Sı Hu 


3. Nomogramme mit einer oder mehreren geradlinigen Punktskalen 


In folgenden Sonderfällen treten an Stelle der Gleichungen (8a), (9a) die folgenden ver- 
einfachten notwendigen und hinreichenden Bedingungen: 


a) Geradlinige u-Skala: 


1 


Ss 


b) Geradlinige v-Skala: 
De, Beer u. 0.0. ..3 (18) 
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c) Sind die u- und die v-Skala beide geradlinig, so gelten die Gleichungen (17) und (18) 
gleichzeitig. Es folgen daher die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 


DU, ee a a er 
d) Geradlinige x-Skala: . 
542% =0, 1 BU, = 9, ER BEE 
e) .Geradlinige y-Skala: 
25, +d=0, Fe 
f) Geradlinige x- und geradlinige y-Skala: 


d,=0, Be Dig Are A ee 


Sind die Skalenträger u und v geradlinig angenommen und von der Form: 


h=0, Bee 
so folgt aus (7) 


„ „ 


B(u, v) = . = eu), Yiu,o)= E =D)... 2 LAT 
31 


Die Skalenfunktionen g,(u), 95(v) ergeben sich daher durch zwei Quadraturen: 
die" rturdk, euere ui. Deren 


Durch Einsetzen der jetzt bekannten vier Skalenfunktionen in die Gleichungen (4) und 
(5) findet man durch bloße Differentiationen die Darstellungen der x- und y-Skala. 


4. Anwendung auf eine Funktion von zwei reellen Veränderlichen 


Die entwickelte Theorie soll in einem Sonderfall auch zu einer neuen Lösung des Problems 
der nomographischen Darstellung einer Funktion von zwei reellen Veränderlichen benutzt 
werden. Denn eine Funktion x = x(u, v), die durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar ist, 
kann stets durch Hinzunahme einer geeigneten Funktion y = y(u, v) zu einem darstellbaren 
Funktionensystem erweitert werden. 


In besonders einfacher Weise kann diese Ergänzung durch den Ansatz y = u bewirkt 
werden. Wegen u, = 0 ist dann die erste der Gleichungen (6) identisch erfüllt, und es bleibt 
für p und q die zweite der Gleichungen (6) als Bedingung. An Stelle der ersten Gleichung (6) 
ist eine solche Relation 


IB)=0 Wr El 


anzusetzen, daß (6a) und die zweite Gleichung (6) eine mit den Gleichungen (8a) und (9a) ver- 
trägliche Auflösung 


p= Du, v), q= Ylu,') 


haben. Dies läßt sich für den Fall, daß die Funktion — x(u, v) durch ein Fluchtliniennomogramm 
mit zwei geradlinigen Skalen für u und v (3.) und einer beliebigen Skala für x darstellbar ist, 
in einfacher Weise durchführen. Dann reduzieren sich die Gleichungen (8) und (9) nach (19) 
auf das System 


Bü, N ar AR 
Die zweite Gleichung (6) wird unter der Annahme Dyy #0 in der Form 
URS ICE WERE N (21) 
mit 
” —y 


a= 


ne 


; 
Dyy Bus 


nt Jetzt läßt sich die Relation (6a) ohne Einschränkung der Allgemeinheit in der 
"orm 


»(u0)p+g=0. ee . (22) 
ansetzen. Die Auflösung des Systems (21), (22) ergibt 


1 = 
G=p= Y=y=- & 


nase a bau Wi. We (23). 


F. REUTTER, Fluchtliniennomogramme für Systeme von zwei Funktionen zweier reeller Veränderlichen 81 


Die so bestimmten Größen ®, und \P, müssen (19) genügen. Dies ergibt folgendes System 
von zwei partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung für & = au, v): 


ee ee ne Me (24a), 
a UNE DO Be ee « (24b). 


Die gegebene Funktion x = x(u, v) ist durch ein Fluchtliniennomogramm mit geradlinigen 
Skalen für u und v und einer beliebigen Skala für x darstellbar, wenn das System (24a), (24b) 
für «(u, v) ein gemeinsames Integral besitzt. Das allgemeine Integral von (24a) ist: 


D 
alu, v) = ee ES (25a). 
Das allgemeine Integral von (24b) ist: 
a 
alu, v) = Ew) + b EEE su ee (25b) 


mit willkürlichen Funktionen D(u) und E(v). Haben (24a) und (24b) ein gemeinsames Integral 
a(u, v), so gilt 


Be D 
ED rR 
Daher gewinnt man aus E, = 0 eine Differentialgleichung für D(u) mit dem allgemeinen Integral 
a 
D(u) = bco —1 a re ne (26). 


Die Gleichungen (24a) und (24b) haben ein gemeinsames Integral, wenn sich ein solches 
c(v) bestimmen läßt, daß D nur von u abhängt. Dann ergibt sich p = g(u), q= y(v) , und 
hieraus lassen sich nach 3. die Skalengleichungen für u und v durch zwei Quadraturen ermitteln. 
Die Gleichungen der x-Skala gewinnt man aus den Gleichungen (4). Die Gleichungen (5) liefern 
das triviale Ergebnis f = f» A = 9: 

Ist v,, = 0, so läßt sich die darzustellende Funktion in die Form 


v = dl) y + da) = da) u + due) 
bringen. Das System (21), (22) kann dann in der Form 
p—ngq=0, ap+qg=0 


mit den Lösungen p = q = 0 angesetzt werden. Die Funktion wird daher durch ein Nomo- 
gramm mit linear bezifferten geradlinigen Skalen für u und v und einer beliebigen x-Skala dar- 
gestellt. 

Ist auch die x-Skala geradlinig, so muß eine Relation gg = m/f; + n mit konstantem m 
und n bestehen. Setzt man f, und g, aus (4) ein, so ergibt sich mit, =0, a, = 


1 
% _R, me+®+Nn _ %0) 
2 g a Ku) 
en 


Daraus erhält man die bekannte Bedingung für die Darstellbarkeit einer Funktion x = x{u, v) 
durch ein Fluchtliniennomogramm mit drei geradlinigen Skalenträgern 


gr 7 
—— —|=0. 
ou Ov (m 5 


5. Verknüpfung der beiden Funktionen des Systems durch ein spezielles System 
von zwei partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 


Bisher war das Funktionensystem (1) bzw. (2) ein System von zwei solchen Funktionen, 
die nur den „Nomographierbarkeitsbedingungen“ (8a), (9a) unterliegen. Es sei noch erwähnt, 
daß die beiden Funktionen eines solchen Systems bei vorgegebenen u- und v-Skalen und daher 
bekannten p = p(u, v) und q = g(u, v) der folgenden partiellen Differentialgleichung genügen: 


2 2 An 9 
2 2er tr HH tr HH = De. 128): 
6 


Nun interessiert der Fall, daß die beiden Funktionen zusätzlich zu den Nomographier- 
barkeitsbedingungen durch ein System von zwei partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung 


verknüpft sind. x - 
De einfachste und wichtigste Beispiel sind die Cauchv-Rıemansschen Differential- 


gleichungen 


my; Be ee ee 29). 
Diese sind ein Sonderfall des allgemeineren Ansatzes: 
1 


= = Y% 4 und « konstant = 


sry, 2=rl 
Im folgenden sollen nun Systeme aus solchen Funktionen behandelt werden, die den Be- 
dingungen (8a), (9a) genügen und außerdem durch die Gleichungen (30) verknüpft sind. 
In Verallgemeinerung des Falls der Gleichung (29) werden x und y bzw. u und v als je 
zwei Bauteile einer Veränderlichen z bzw. w aufgefaßt, die folgenden Aufbau haben soll: 
z=ar+teßy bzw. w=yu-+eö, e=-+1. 
Nun wird gefordert, daß w = y u(x, y) + eöv(x, y) eine differenzierbare Funktion w = f(z) ist, 


wobei die Ableitung w” = z und analog = = z) mit/=ah-+eßk wie folgt definiert wird 


10 I 


Die willkürlich angesetzten Größen a, ß, y und ö werden so bestimmt, daß diese Forderung 
erfüllt ist. Wegen 
EEE ß & Bo 
z re ee 


ergibt sich folgender Zusammenhang: 


_Pr EL. 
ee 


Yu: 
Durch Vergleich mit dem System (30) und die Wahla =y = 1 folgt: 


d—-yıu, e-% 


Damit lautet die Funktion w = f(z): 


o=u+efän=1lete]/& o), 


d.h. 
w= u(lt,y)+e YAu vr, y), = =w+e YAu D 
dz nd 
= Ei ne 
z=xÄu,v) + 2 y(u,v), = =nu+e V# Yu = 
Es gelten ferner die (30) entsprechenden Beziehungen: 
W„=/, 
ee Ar Ra (30a). 


Für die durch (31) definierten Funktionen w — w(z), z= (w) gelten die aus der Funk- 
tionentheorie bekannten formalen Differentiationsregeln ohne Einschränkung 
C O* 


A He 4 nun zu einem gegebenen Funktionensystem (1), das die Gleichungen (30) erfüllt 
le T Yarı > "Ar n 7 > r ar € Q j \ “ ; 
ößen ® und ‘ aufgestellt werden. Wegen der aus (30) folgenden Beziehungen 


a x 0 ; & 
uu syn —= D "Yun N 
ergibt sich: fi 


& 


Zn . — |? e 2.3 1,8 
2 mul u m An DB — 2 OR 
Ly Ty k 2 An — i) : u “u ) Tuo ( u Tu To He 4 “| (32). 
ji 


a dB 


y ' 
> 
> 
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Um ® mittels der Ableitungen von z(w) und z(w) auszudrücken, sei folgender Ansatz gemacht: 


Azsz' + Az27’ + Brey’ + Brir" dr 7 
ee Fe he mit z=Tr—E& 7’: > (32a). 


Für A, A, B, B und C ergibt sich: 


= 


eg pn a es 
5 +4 B B KALTE ee: i 
Durch Einsetzen in (32a) erhält man: 
23 zZ’ Be 73 aid 
o0= SAL EEE (33) 
Entsprechend ergibt sich 
1 2 
Vz 2 B 812,22 + 2 u) ne ] . (34) 
22, (223,28) 1% 
7 
bzw. 
73 ir En z'3 zZ’ } e 
Re Pe F ah Me a HF er Dane (35). 
Aus (33) und (35) folgt die Beziehung: 
De A A re ae a De (36). 
Setzt man sie in (8a) und (9a) ein, so erhält man: 
PP, — Di ne Vase a nah ae Kae (37). 
Entsprechend ergibt sich für die Größen D, Y die Beziehung 
dd,=G,,, a a En. 22ig (37) 


Daher gilt: 

Ein Funktionensysitem (1) bzw. (2), das den Gleichungen (30) bzw. (30a) genügt, ist dann 
und nur dann durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar, wenn die Gleichungen (37) bzw. (37 a) 
erfüllt sind. 


Aus den Bedingungen (37) läßt sich unter Benutzung von (33) und (35) eine nichtlineare 
gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten ge- 
winnen, der alle durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbaren Funktionen 


z = z(w) mit z=2tel/% os. w=u-+eyAuv 


genügen. Man berechnet zunächst 


#11 


0) od, = D,, =h,(; 2 =, Be Ze Zu zW, 2.7) — 0 
2 Fu Er en = hz(z’, 2, 225 27 23 =. 2 ZN) = 


Durch Addition der beiden Gleichungen (38) und anschließende Auflösung nach z’’? erhält 
man: 


ZIV -ı 11 Se AN, ; SER, Zyu = Fe re: m ZI2 
Er on 54 7; zZ + z2 IR re u: Zen Z 3z ZI, zn URL 
.Dm777% 12 73 BEN GN 12 2” 4 37 
(39). 


„ 
Aa 


Nun differenziert man (39) nach w, löst nach 37 auf und setzt dann den erhaltenen 


11 


Ausdruck für $ — in (39) ein. Es ergibt sich eine nichtlineare Differentialgleichung in z 
2 
6* 


[73 


und 
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z’, deren Koeffizienten nur Ableitungen von z enthalten: 


Dem — am zng HIgt ER NZ 
iz 


2M2@2% 
„[-3R 72 + SW IRZ7 — 157” 770° + 3002” 72 
„BErM—AEIRZ +27 2 3a zez 
Hal ro 
_ 1 7’ y8 - gr Zu 337" 787 EV zig 24z> 
ee ee 7 a a un 


oder in abgekürzter Schreibweise: 
2? = a(w) 2° + a,(w) 2 +a,(w)z? +alw) -. -» -»».... .. (40a). 


Durch Subtraktion der beiden Gleichungen (38) und die analogen Operationen erhält man 
eine Differentialgleichung in 2’, 2’, deren Koeffizienten genau dieselben Bildungen in den Ab- 
leitungen von z darstellen, wie diejenigen von (40) in den Ableitungen von z. Jetzt gilt für z 
die Differentialgleichung: 

2 = a(w?° +al(w)z!+a(w)z?+alw ........ . (40b). 

Um eine Aussage über die Koeffizienten a,(w) zu gewinnen, schließt man zunächst den 
Fall z’” = 0 aus, der auf die lineare Funktion z = «a w + ß führt. 

Da die Ableitung von (40a) nach w für beliebige Werte von w verschwinden muß, folgen 
aus (40a) die Gleichungen: 

I&@) _g dam) _ 9, 10) _, da) _, 
dm I AI we dw 
und aus (40b) die analogen Gleichungen für die a,(w). Es müssen also die Koeffizienten a,(w) 
in bezug auf w und a,(w) in bezug auf w konstant sein. Schließlich erhält man aus (40) die 


Identität: 
zZ? = a @) 7% + 4,0) 224 0,0) 77 ala) 2, Bern (41). 
Durch Vergleich von (41) mit (40b) folgt: 
a;(w) = a;(w) = a; = const, i=>L,232 34. 
Damit ist folgendes Ergebnis gefunden: 


Eine Funktion z=z(w) (Gl. 31), die durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar ist, 
genügt der Differentialgleichung 


Meugzft!+ art . (42) 
mit konstanten reellen Koeffizienten. 


Um zu zeigen, daß Gleichung (42) auch hinreichend ist, berechnet man aus (42) z’” und 
z'Y und setzt diese Ableitungen in die Bedingungen (38) ein. Es zeigt sich, daß diese für be- 
liebige reelle konstante Werte Ay, Ay, Az, Q, und nur für solche erfüllt sind. Für w = w(z) ergibt 
sich mit denselben Koeffizienten a; die Differentialgleichung 


u?r=+,wW?+ta, DI WU... 2 Pe (42a). 


D.h.: Eine Funktion z — z(w) bzw. w = w(z), die den Bedingungen (30) bzw. (30a) genügt, 
ist dann und nur dann durch ein Fluchtliniennomogramm mit vier i. a. krummlinigen Skalenträgern 
et wenn ste eine Differentialgleichung (42) bzw. (42a) mit reellen konstanten Koeffizienten 
erfüllt. 
Umgekehrt lassen sich durch Integration der Differentialgleichung (42) b : 

sen € algle 42) bzw. (42a) alle 
und nur solche den Gleichungen (80) bzw. (30a) genügende Funktionen nn z(w) a in w(z) 
gewinnen, die durch ein Fluchtliniennomogramm darstellbar sind. Man erhält die Gesamtheit 
aller solcher Funktionen, indem man für A, Ay, Ay, a, alle möglichen Kombinationen aus positiven 
und negativen Werten und der Null wählt. Ist 4 = 0°), so wird ®,=0 und ebenso % =(; 
die u- und die v-Skala sind in diesem Falle geradlinig (s. 3.). Ist a, = 0, so wird d, —=0 a =0; 
die x- und die y-Skala sind geradlinig. : i a 


5) Für den Sonderfall v0, 8 = 


AHLSHR. —L,i=u=1 vgl. die zweite in Fußnote 3) zitierte Arbeit von 


ET Bud 2 u 5 U 2 0a U Ay. 


TE 
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a 


6. Die geometrische Gestalt der Skalenträger für die in 5. behandelten Funktionensysteme 


und die Ermittlung der Skalengleichungen 
Nach 2. lassen sich die Darstellungen f,, g, der Skalen für u und v aus dem Differential- 
gleichungssystem 
Pl» 9) = Du, v), hd =- Fu) ..... nn... (43a), 
h Pılfi; 9) = D,(u, v), ll ) = zu, Du (43b) 
bestimmen. 


Für die in 5. behandelten Funktionensysteme ist die Bedingung (36) ®, = Y, kennzeich- 
nend. Mit (36) folgt aus den beiden Differentialgleichungen (43b) die Beziehung 


5 h I ar 1 N de fr 2 2 IP I (44) 
det hau 
Bezeichnet g; = 9;(f;), i= 1,2 eine explizite Darstellung der Skalenträger und 


N dg; .. De d2g; 
Il) = dj, hi) = dj? 


deren Ableitungen, so genügen diese wegen (44) der Gleichung 


ee Ten 0 een ct 


Wählt man, was wegen der Invarianz von (44a) gegen Parallelverschiebung und Drehung 
stets erlaubt ist, ein & n-Koordinatensystem so, daß 9,(0) = 0, (0) = 0, so ergibt sich mit 
9,(0) = C (C beliebig, jedoch C £ 09)) und (ff) = nd) mit, = rn’ =1/F, 1 = n’ für& = £&(n) 
die Differentialgleichung 

el Een. es ee ee ea: (45). 


Sie hat das allgemeine Integral 2= «x? +PßEn+2/C bzw. 


2 
Es -+hıhhıH+ Pe Be Er (45a). 


Daher ist auch 9,(0) = 9,(0) = 0 und {,(0) = C = %,(0). 
Setzt man jetzt 9,(f,) = n(&), so genügt &(n) wegen (44a) wiederum der Differential- 
gleichung (45) und daher erhält man 


2 
RenrnthhatcH RE EA (45b). 


Die Funktionen (45a), (45b) unterliegen aber noch der durch (44a) gegebenen Koppelung. 
Es zeigt sich, daß die Koppelungsbedingung dann und nur dann erfüllt ist, wenn &, = &, Pı = Pa- 


Damit ist nachgewiesen: 

Ist &, — Y, = 0, ohne daß ®, = 0, Y, = 0, so haben die u- und die v-Skala stets einen 
(nicht zerfallenden) Kegelschnitt zum gemeinsamen Träger. 

Unterwirft man die soeben gewonnene oo%fache Mannigfaltigkeit von u-, v-Skalenträgern 
noch den 0° starren Transformationen, so macht man sich von der Annahme über die spezielle 
Lage des &-Koordinatensystems frei und hat daher insgesamt eine oo5-fache Mannigfaltigkeit 
von (nicht zerfallenden) Kurven zweiter Ordnung als Träger der Skalen für u und o. Sie ist 
äquivalent mit der Gesamtheit aller nichtzerfallenden Kurven zweiter Ordnung. 

Die Beschriftungsfunktionen f,, fs, für ein gegebenes Funktionensystem bestimmen sich 
dann nach Elimination von g,, 9, mit Hilfe von (45a), (45b) aus den Differentialgleichungen (43a), 


und die zugehörigen 9,, 9, sind durch (45a, b) festgelegt. 


Die Bestimmung von f,, fs wird besonders einfach, wenn man von den speziellen Lösungen 
f = 9, % = 9 der Gleichungen (43b) ausgeht. So erhält man durch Einsetzen in (43a) folgendes 
Differentialgleichungssystem für /,(u) und fz(v): 


hi Er br FR FE, 6 


6) C=0 führt auf zwei verschiedene Geraden als Träger der Skalen für vw und v und damit auf 
®, = In = 0. 


Veränderlichen 


: E E ler 
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Hieraus gewinnt man je eine Differentialgleichung 3. Ordnung für f,(u) und fo): 


ht =0, 22h —3h+WWoi=0.. . . (468) 


1 
mit p(u) = 8°? — 2, und y(o) = P?—2Y,. 
Wegen (37) ist mit festen u, bzw. vg 


0° | D,(u, Do) | 02 | Y (U v) | —=ü 


ou 0 | Du, v,) — &(u,v) | du av | Yu, v) — Pu, v) 
Daher ist 
Pl) __ = 4.) — 6) 
D(u, v,) — D(u, v) 
und 


 Pu(Uo D) 
(u, v) — Y(u, v) 
Es läßt sich zeigen, daß 9,(u), 7,(u) und d,(), 7,(v) partikuläre a 
gleichungssystems (46) bzw. (46a) darstellen”). Aus einem solchen Paar Par i 3 an. 
gewinnt man das allgemeine Integral des Systems (46), indem man dieses Paar har I 
tiven Transformationen unterwirft, welche die Trägerparabel der u- und > 2 in Foo 
lassen. Die Lösungsmannigfaltigkeit der Gleichungen (46a) ist also eine oo%- = ea 
spricht bei festgehaltener Trägerkurve den 00% projektiven Transformationen die 
zweiter Ordnung in sich. | > 
Der Trägerkegelschnitt der u- und der v-Skala zerfällt dann und nur dann, ja a u 
Grund der Voraussetzungen in 1. stets in ein reelles Geradenpaar, wenn ®,—=(0 un de 
Hieraus gewinnt man nämlich zunächst für die Trägerkurven der u- und der v-Skala, 9, = ılfı 
und 9 = 9,(f,), die Differentialgleichungen i 


I _ Ben 
A dj; 


= zı(u) — Tu(D) . 


Ihre Lösungsmannigfaltigkeit ist die vierparametrige Mannigfaltigkeit der Geradenpaare der 
En-Ebene: 


A=ahr+tb» G=hltin - = 2 Re ea 


Für die Beschriftungsfunktionen /,(u) oder g,(u), f,(v) oder 9,(v) erhält man aus dem nach 
Einsetzen von (46b) in (43a) entstehenden Differentialgleichungssystem eine je zweiparametrige 
Lösungsmannigfaltigkeit. Das System wird besonders einfach, wenn man von zwei parallelen 
Geraden ausgeht. Dann gelangt man zu den Gleichungen (19b) in 3. 

Aus den bisherigen Überlegungen in 6. folgt außerdem: 

Im Falle ®&, = WY, sind alle Fluchtliniennomogramme eines Funktionensystems projektiv 
äquivalent, 2 P 

Sind die Gleichungen (30) und (30a) erfüllt, so gilt mit ®, = W, gleichzeitig auch ®, = Y, 
(Gleichungen (36) und (36a)). Daher haben auch die x- und die y-Skala einen (evtl. zerfallenden) 
Kegelschnitt als gemeinsamen Träger. 

So ergibt sich: 

Ist ein den Gleichungen (30) bzw. (30a) genügendes Funktionensystem durch ein Fluchtlinien- 
nomogramm darstellbar, so liegen stets die u- und die v-Skala auf einem, die x- und die y-Skala auf 
einem zweiten Kegelschnilt. Jeder der beiden Kegelschnilte kann in ein reelles Geradenpaar zerfallen. 

Es ist möglich, daß die Beziehung P, = W, erfüllt ist, ohne daß das System (1) den Glei- 
chungen (30) genügt. (Beispiel: = uv, y=u-+v.) Dann kann aus ®, = Y, nicht mehr 
auf das gleichzeitige Bestehen der Beziehung D, —W, i 

Der wichtigste Sonderfall des Systems (30) ist durch die Caucnv-Rırmansschen Dif- 
ferentialgleichungen (29) gegeben. Er führt auf die analytischen Funktionen z = z(w) bzw. 
w = w(z) einer komplexen Veränderlichen z. 

Ein zweiter wichtiger Sonderfall des Systems 


geschlossen werden. 


(30) ist durch die Differentialgleichungen 


HER my KW N. 
gegeben; x und y sind jetzt konjugierte Lösungen der e 


indimensionalen Wellengleichung. 
?) Diese partikuläre Lösung des Systems (46) finde 


a h t sich in anderem Zusammenhang bei GRONWALL, 
ee 1—102. 


RENTEN EU UNE 


FUTUTERY 
See 


1 


FEWENTE 


TOUR 


vs 


Pr 


ze 
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Während bei den nomographierbaren Funktionen einer gewöhnlichen komplexen Ver- 
änderlichen z= x + i y die Skalen u, v bzw. x, y stets getrennt auf den beiden skalentragenden 
Kegelschnitten- liegen, gibt es Funktionen einer dualkomplexen Veränderlichen z=x + ey 
mit e® = + 1, bei denen sich die x-Skala mit der y-Skala und gleichzeitig die u-Skala mit der 
v-Skala überdeckt. Dann gibt es Wertepaare x, y bzw. u, v, für welche die Ablesegeraden wegen 
des Zusammenfallens der Skalenpunkte zu Tangenten an den jeweiligen Skalenträger werden. 


7. Allgemeinere Systeme partieller Differentialgleiehungen 
Eine Verallgemeinerung des Systems (30) ist durch den Ansatz 


%y = du, d) Yu» re ED) Re ee (48) 


gegeben. Es zeigt sich aber, daß es jetzt nicht mehr möglich ist, unter Beibehaltung der üblichen 
Definition für die Ableitung durch Zusammenfassung von x und y zu einer allgemeinen kom- 
plexen Funktion eine der Differentialgleichung (42) äquivalente Differentialgleichung zu ge- 


-winnen, der alle darstellbaren Funktionen genügen®). 


Die Annahme, daß 9, und 9, Konstante sind, führt auf das System (30) und ist der einzige 
Sonderfall von (48), für den das Aufstellen der Differentialgleichung (42) gelingt. Eine Möglich- 
keit einer Verallgemeinerung entsprechend (48) könnte durch eine andere Definition der Dif- 
ferentiation gegeben sein?). 5 


8. Allgemeine Lösung der Difierentialgleichung (42) 


Die Gleichung (42) stellt für alle möglichen reellen Werte von qa,, a, a, a, eine Mannig- 
faltigkeit von i. a. oo? gewöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung für Funktionen 


z=xu,v) +e \% y(u,v) einer verallgemeinerten komplexen Veränderlichen w=u-+e/A-uv 


dar. Durch die Gleichungen (31) ist die Ableitung = erklärt. Damit ist auch das unbestimmte 


Integral / z(w) dw definiert. In der Definition (31) ist der zu den Gleichungen (29) und (47) 
gehörige Sonderfall mit enthalten. Formales Differenzieren und Integrieren gemäß den Glei- 
chungen (31) gilt also sowohl für den zum allgemeinen System (30) gehörigen Fall der Funk- 
tionen einer verallgemeinerten komplexen Veränderlichen, als auch für die Sonderfälle (29) und 
(47). Daher kann die Integration der Differentialgleichungsmannigfaltigkeit (42) mit Hilfe 
derselben formalen Rechengesetze erfolgen, wie sie insbesondere für Funktionen z=2 +1 
einer gewöhnlichen komplexen Veränderlichen w = u + ivgelten. Itz=2 +iyw=u-+L!D, 
so ist das gewonnene Integral z = z(w) bzw. w — w(z) eine (analytische) Funktion einer ge- 
wöhnlichen komplexen Veränderlichen. Haben z und w die allgemeine Bedeutung der Glei- 
chungen (31), so ist das gewonnene Integral z = z(w) bzw. w = w(z) eine Funktion einer ver- 
allgemeinerten komplexen Veränderlichen. Da das Arbeiten mit solchen Funktionen noch wenig 
üblich ist, wird man in diesem Falle im allgemeinen durch Einsetzen der Werte (31) für z bzw. 
w auf das darstellbare Funktionensystem (1) zurückgehen. 

Im folgenden wird nun die vollständige Integration der Differentialgleichungsmannig- 
faltigkeiten (42) bzw. (42a) für alle möglichen Wertekombinationen der q,, 3, a, a, durchge- 
führt. Für den Fall der Funktionen einer gewöhnlichen komplexen Veränderlichen ergibt sich, 
daß vor allem die elementaren Transzendenten, elliptische Integrale erster Gattung sowie Inte- 
grale und Logarithmen elliptischer Funktionen und die Funktion w = amz durch Fluchtlinien- 
nomogramme darstellbar sind. Damit sind auch die elliptischen Funktionen selbst nomogra- 
phisch darstellbar. 

Zur Lösung der Differentialgleichung (42) wendet man die Substitution 


PR 2er ee er u RL (49) 
an und erhält zunächst (c, willkürliche komplexe Konstante): 
| di ee 50 
w— = en NER ee: (50). 
2 Yat+tgP?+gt+at yH,l) 
3) Eine Verallgemeinerung auf das System 3 \ 
«3 = (hXu)/h$(v))  (Kia)/kiy))- v3; = = (hilu)/hzo)) - (Kaly)/kz@)) - Ya 


durch unmittelbare Behandlung dieses Systems wird demnächst durch meinen Mitarbeiter H. PAuLY ge- 


eben werden. 
i 9) Lıpman, BERS and GELBART, Quart. of Applied Mathematics, Bd. 1 (1943), S. 168—188 und Trans. 


Americ, Math. Soc., Bd. 56 (1944), S. 67—93. 


Fix 


88 F. Reurrer, Fluchtliniennomogramme für Systeme von zwei Funktionen zweier reeller Veränderlichen 


Darauf wendet man die Substitution?) 


an. Dabei sind a, ß, y, ö mit den Nullstellen des Radikanden in (50) durch folgende Beziehungen 
verknüpft: 


De er ae 


er re. . 


Je nach der Numerierung der Nullstellen gelangt man zu verschiedenen Formen der Ergebnisse. 
Es wird so numeriert, daß i, die stets verschwindende Nullstelle bezeichnet. Daher ist a/y = 0 
und 


ee PR hin -#, PER Me (51a). 


H,O =zauat—t)(t—b)(t—b)i........ er. > 
So ergibt sich: 
a ds, 


a0 "li-Du—e 


wobei 


ist. Es folgt weiterhin (C, willkürliche komplexe Konstante): 


&(2’*) 

LEBE TEL: a e 
M , ya—& 1— 28) Varel Ser a he (5 ). 
Mit Hilfe der Substitution ü 
EN "4, - . (54 i 
erhält man schließlich aus (53) h . = 
26 Kr ü 
p= am (7 =; *) oder sng=sn ( y a : -) EFT TE 
, 


Unter Benutzung von (5la) ergibt sich für den Modul x? die Beziehung 


„2 Rz t, (tz u t,) x 
t, (z =. t,) 
Weiter erhält man aus (49), (51), (54) und (55) (c, willkürliche komplexe Konstante): 


2 — Ca —— — _B — = dıw . 
» sn? nn BR ) 0) | 
; I Te ” 


Zur Lösung dieses Integrals verwendet man die Substitution 


nr w— , 
\ vo r)=r re ee Ne 
und erhält 
er rim) 
ER [ dr 
2 — = — : 
9 Gr ze al en Heeres (57). 
Nun substituiert man äquivalent (51) 
Aa uB 
| CoD: en ee 
Die Numerierung der Nullstellen des Radikanden von (57) werde so gewählt daß 
D> > ’ € 
ga zer BER u=1. 


SZ EB ER —M.K ipti 
) RICOMI—M. KRAFFT, Elliptische Funktionen, Leipzig 1948, S. 75ff 
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Aus den (öla) entsprechenden allgemeinen Beziehungen 


Are _ A+BR B A 
TE a ee nn er a 
folgt dann 


el B=0% Me I A (59). 


Damit wird (C, willkürliche komplexe Integrationskonstante) 


c(w) 
RR r do 
zZ — —= . 
= YA—o)(1—Ro2) 
ö 
mit 
er MYB(AD— BOYC(C+D)\(C+D 
= y 2 At D® 2 
Substituiert man jetzt 
o=5sinY, 
| so erhält man schließlich: 
2 2 2—- Gr, 
om L Re) N (60). 


Nun ist andererseits 
p=arcsinco 


De 


R Dr 
ET w—C i 
> 2 1.,2 
A—Csn | mM.’ 2) 
Man erhält daher mit (59) 
p= arcsin ix 


und nach weiterer Umformung 


py=am ne ! ß 
M w? 


Setzt man in Gleichung (60) ein, so erhält man schließlich 


ET ee 
an ( L am ( Fon Serena nee (61). 


Hierbei gilt für die Modulwerte 


,—t t, (bt, — bı) t, 
| gr a ee Ua Pe Fr I: (62). 
=> en) 3 
Führt man.die Größen L und M noch auf 1,, fs, i, zurück, so erhält man 
1 1 
P—- —, M?= —  ——. 
4a, (h—1,) dat —t;) 
Daher läßt sich die Beziehung (61) mit 
2 t —— en : 
B=a=,.%, a=2/a(h—-bb; B=2/ay(h—t) - - - - (628) 
E 3 
schreiben: 
am w—-G),M)=am$@—G),R) ....... +. (63). 


Es gilt also: 

Hat das der Differentialgleichung 2”? = a z’° + a2’ + a,z”? + a, zugeordnete Polynom 
H,(l) (Gl. 52) lauter verschiedene Nulistellen, so läßt sich die allgemeinste Lösung dieser Differen- 
tialgleichung in der Form (63) darstellen. 


ee a ee es ee 


en] 
a Bunbuıpag Job Jönuad n xaydwoy 1514 
S 5 aM 
= 
8 
6) 
> 
& 
= E 
8 
8 
5) 
EB 
N 
5 
{=} 
& 
De 
>) 
BE 


ie 


CA 
[Ht9-z)y] us u7o 


3<a<a )Ja3,J a 3)]D 


[8° a‘ 9)-2)d]u7%0 
LTCI-@FOJUR u, 


BER 2 
IP 9- 


> 


[Ert’9-z)’Y]up ZEN. 
’)-2) yJu2 u =7)-M 


/ 


[27°9-z)’J] v2 up? FR 
[27 9-2)°y] us u7%o 


xa)dwoy 4a1bn/luoy *a'a )Jaa4°a 7 


18 


'Y7= (a) la-a)g1 


[9-88 


'25-2)d] u) =9-M 


Bunduipag Jap uabnu 
-a5 pun xaydwoy puis „Py SIEN 
Sam 


[Ert°9-z// Jupy& Ne 
EHI-ZU ]u2 YA} 210% 
[Ert9-zi/]us y& ae 
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(29-2)°9 
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[,11°9-2)] wDX =9J-M 
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vabunbuipsg, uap uab 

-nus5 pun xa7dwoy puIs, 'y pun y 

L 31m z 


"BunJalsawnN Jabigalag uı 
0="D+3f0 +, 3'043’ 

uoA uJazıny puis °7°%7 7 

az NV z=n 
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i i i 'änderlichen 
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Die weitere Diskussion richtet sich nach dem Verhalten der Diskriminante 
A=-— u “Aaa— aa +4, +27, —18q,19q,A,) 
I 


kubischen Gleichun ; 
ee . aP+g?+gl+,=0, 450 . „u er 
sowie der Diskriminanten 


Kı=%—4044 im Falle y—0 
M=R—4,d im Falle 4=0. 


ü 0 bzw. 0 hat (64) drei verschiedene reelle Wurzeln {,, tz, l,, bzw. eine reelle 
en a Paar en ee Wurzeln. Es zeigt sich, daß die ken her 
k2 bei reellen verschiedenen i,, Z,, t, beide gleichzeitig reell sind. Ist dagegen eine nich 
reell, während die beiden anderen konjugiert komplex sind, so sind A? und A2 gleichzeitig komp = 
Zahlen. Jedoch gibt es nur eine oo!-fache Mannigfaltigkeit solcher komplexen MNLENERES a 
sie noch einer Bedingungsgleichung unterliegen. Diese soll jetzt ermittelt werden: ß 

Da k® und X} durch eine Umnumerierung der Wurzeln der kubischen Gleichung nn 
werden, kommt es auf die Numerierung dieser Wurzeln an. Man hat für A < 0 folgende Fälle 
zu unterscheiden: 


a) i, reell b) t, reell c) 1, reell 
D=r-Ris b=r-+is h=r-+is 
L=r—is w=r—is b=r—is. 


Im Falle a) wird er Ä, 
a SED Ser el 
en (r? + 82) (+) (—bh’ +» 


Versteht man unter kund R? die zu A und R konjugierten Größen, so sind gleichzeitig die Glei- 
chungen 


R+R-RR=0, R+R—RR=0......... (658) 
erfüllt. 
Setzt man 


k=m-tin, k=m-+in, 


so liegen alle komplexen Zahlen k, bzw. k, die den Gleichungen (65a) genügen, auf einer Kurve 
(Lemniskate) mit der Gleichung 


(m} + 1? — 2 (m — n?) = bzw. (m? + n? — 2 (m —n)=0.. . (66). 
Im Falle b) wird 
a b&oNTetaikbens 


Fa, Be — u ne 
(da Fans r’» — 52 1 0) 4- Q ( , 


Wegen kk = 1 und kk=1 liegen jetzt alle komplexen Zahlen k, und k auf dem Einheitskreis. 
Im Falle c) ergibt sich, daß kj und X? gleichzeitig den Bedingungen genügen: 
1 1 en % 1 1 14 ni 
——=l, HF a 
kt ki Du k® k2 Te 
Alle komplexen Zahlen k, 


und k, die den Gleichungen (65c) genügen, liegen somit auf einer 
Kurve, die durch Inversion 


am Einheitskreis aus der Kurve mit der Gleichung (66) hervorgeht. 


9. Vollständige tabellarische Übersicht über die darste 

einer komplexen Veränderlichen 
Die Gleichungen (62) und (62a) zeige 
sowie für a, = 0 nicht gilt. Für diese I 
anderer als der in 8. angegebenen 


llbaren Funktionen 


n, daß der Rechnungsgang in 8. für b=et,b=(0, 
“älle muß die Differentialgleichung (42) unter Verwendung 
Substitutionen gesondert integriert werden. 

Man erhält die Gesamtheit aller nomographierb 
aller Wertekombinationen der a; in Verbindung ı 
nationen #, diskutiert. Das Ergebnis dieser Diskus 
(S. 90/91). Die Tabelle 1 (Fälle 1—10) umfaßt 


aren Funktionen, indem man die Gesamtheit 
nit der Gesamtheit aller Nullstellenkombi- 
sion ist in den Tabellen 1 und 2 dargestellt 
die höheren transzendenten Funktionen, die 


tn Fa A EEE 


ir E . 

= [2 
Are A; - 2,8 
s » 


En nd u 


Ku 


P _ 


2 Tabelle 2 (Fälle 11—21) die elementaren transzendenten sowie die wenigen darstellbaren alge- 


DE aa Da u aa DE, a cn LEN, 


braischen Funktionen. Im allgemeinen ist zu jeder Funktion auch ihre Umkehrung angegeben, 


da sie zu einer anderen Kombination der a; und {, gehört. Jede der in Tabelle 1 und 2 auf- 


ng 
Er 
# 


 tretenden Funktionen enthält soviele freie Parameter als die Differentialgleichung (42) vonein- 
ander unabhängige (reelle konstante) Koeffizienten besitzt. Über die Realitätsverhältnisse der. 


auftretenden Parameter gibt ihre Berechnungsweise mittels der a;"!) Auskunft. Jeder dieser 
Parameter (R?, kj, 0%, ß2, y, €, €, e;) durchläuft, wenn man den a; alle möglichen Werte erteilt, 
eine je oo!-fache Mannigfaltigkeit von Werten. In den Fällen 3—21 unterliegen die a; wegen 
des Verschwindens von A bzw. A, bzw. A, zusätzlichen Bedingungen. Däher haben die zu- 


' gehörigen Funktionen eine entsprechend geringere Anzahl an freien Parametern. 


Für besondere Werte der Parameter der transzendenten Funktionen ergibt sich die Mög- 
lichkeit, gewisse Polynome zur nomographischen Darstellung zu bringen. So können z.B. die 
Funktionswerte der durch w=Lcos (narc cosz),:n ganz, definierten TSCHEBYSCHEFFschen 
Polynome mit Hilfe von Nomogrammen für £=arccosw/L und &= narccosz abgelesen 
werden. 

Neben der im Falle 2 der Tabelle 1 angegebenen Beziehung (65a) für die Werte der kom- 
plexen Moduln X}, k2 sind auch die Beziehungen (65b) und (65e) möglich, zu denen man durch 
eine Umnumerierung der t; gelangt!2). 


Zu einer vorgegebenen Nullstellenkombination 1; in fester Anordnung ergeben sich in den 
Fällen 5, 6, 7,8 mehrere untereinander gleichberechtigte Formen des Integrals. Dabei wurde 
im Falle 7a durch die zusätzliche Forderung a, a, > 0 das Auftreten von komplexen Werten 
k2, k2, kZ ausgeschlossen. 

Die Funktionen 3, 4 bzw. 5, 6 bzw. 7, 7a, 8, 8a sind Sonderfälle von 1,2 für die Annahmen 
= 0 bzw. , = 0 bzw. ti, —= 0. Sie entsprechen also derselben Kombination der f; und damit 
auch derselben Wertekombination der a, als symmetrische Funktionen der £;. Durch die Null- 
stellenvertauschungen 

L>b>h, I esk 
bzw. 
. Lob >Lb 4 


gehen die Nullstellenkombinationen der Fälle 5, 6 bzw. 7,8 in die von 3, 4 über. Dabei bleiben 
@, A, Q, fest, während k? geändert wird. Die Differentialgleichungen (42) bzw. (42a) werden 
also von einer solchen Vertauschung nicht berührt. Durch die Gleichungen (42) bzw. (42a) ist 
zwar eine Mannigfaltigkeit von oo? Differentialgleichungen gegeben, zu einem festen Werte- 
quadrupel q,, Q,, a,, a, in der angegebenen Reihenfolge gehört aber nur eine einzige Differential- 
gleichung und diese hat als Differentialgleichung zweiter Ordnung eine oo%-fache Lösungsmannig- 
faltigkeit in Abhängigkeit von den Integrationskonstanten C,, C,. Zu vorgegebenen Anfangs- 
bedingungen w(z,) = w,, W’(z,) = w, ist eindeutig eine Lösung bestimmt unabhängig von der 
Numerierung der Nullstellen i,. Daher müssen die nach Ausführung der Nullstellenvertauschungen 
(aus 5, 6 bzw. 7, 8) entstehenden Funktionen bei festen q,, Az, Az, a, und festen Anfangswerten 
identisch sein, auch wenn sie äußerlich verschiedene Formen haben, und diese Formen müssen 
durch eine geeignete Zuordnung der Werte der Integrationskonstanten C,, C, und der Modul- 
werte ineinander überführbar sein. Insbesondere lassen sich daher die Funktionentypen 5, 6, 7, 
7a, 8, 8a sämtliche auf 3,4 bzw. deren Umkehrung 9, 10 zurückführen. Die Zurückführung 
wird bewerkstelligt durch eine Modultransformation und die mit ihr verbundene Argument- 
transformation. Hierüber wird in Zusammenhang mit eingehenderen geometrischen Unter- 
suchungen über Nomogramme elliptischer Funktionen später an dieser Stelle berichtet. 


Frau Stud. Ass. E. Haupt danke ich für die Unterstützung bei den vorstehenden Unter- 


- suchungen. 


Anschrift: Prof. Dr. F. Reutter, Math. Inst. der TH Aachen, Lehrstuhl B, Aachen, Templergraben 55 


11) Im Fallel und 2 wurde eine unmittelbare Berechnung mittels der a; nicht angegeben, weil sie noch 
verwickelter ist als die Berechnung mittels der t;. . 
12) Dieim Falle8 und 8a auftretenden (reellen) Modulwerte Ay, k3, k2, kZ hängen über eine Modultrans- 


formation mit dem in (65c) auftretenden komplexen Modul zusammen. 
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Ein Kriterium für asymptotische Stabilität 
Von Rotr ReıssıG | 


Obwohl die Theorie der Stabilität einer Bewegung bereits über sehr umfassende und für 
die grundlegenden Untersuchungen ausreichende Stabilitätskriterien verfügt, ist deren Anwendung 
auf konkrete Probleme bisher nur in seltenen Fällen gelungen, so daß der Versuch, noch all- 
gemeinere und für praktische Beispiele unter Umständen geeignetere Kriterien zu finden, be- 
rechtigt erscheint. Darum wird in der vorliegenden Mitteilung, die sich mit der asymptotischen 
Stabilität bei nichtstationären Bewegungen befaßt, das entsprechende Kriterium nicht in der 
bekannten Form [2] herangezogen, sondern durch die Betrachtung unstetiger LJapunowscher 
Funktionen erweitert. Diesen Gedanken findet man schon in der Arbeit [6] von YosHIzawA. 
Im Unterschied hierzu nehmen wir aber nicht an, daß die Lsarusowsche Funktion auf jeder 
Lösungskurve monoton verläuft, sondern rechnen an den Unstetigkeitsstellen mit Sprüngen im 
entgegengesetzten Sinn. Dadurch gelingt es uns beispielsweise, mit Hilfe einfacher LJAPUNOW- 
scher Funktionen die asymptotische Stabilität der erzwungenen Bewegungen mit kombinierter 
Reibung und nichtlinearer Rückstellkraft nachzuweisen. 


Zuerst betrachten wir die Differentialgleichung der gestörten Bewegung (in Vektorform) 
eines dynamischen Systems n-ter Ordnung 


e=/2,d;-.- 0d=0, 


für die der Existenzsatz gelten soll, während die Eindeutigkeit der Lösung nur in Zukunft ge- 
währleistet zu sein braucht. 


In einem Bereich Z des (n + 1)-dimensionalen Bewegungsraumes R,+ı [1] (a]| sh, 
{> 0) existiere eine Funktion V(x, t) mit folgenden Eigenschaften. 


1. V ist im Innern endlich vieler Unterbereiche B,...,B CZ; B+:--+B,=Z, in 
denen (x, t) stetig sein soll, definiert und besitzt dort stetige partielle Ableitungen 1. Ordnung 
hinsichtlich aller n + 1 Argumente x,...,2„. Auf den Trennflächen der Bereiche B sind 

oV 


einseitige Grenzwerte von V, nn und = vorhanden. 


2. V ist a) positiv-definit und b) gleichmäßig klein. 


Das bedeutet: 

a) Es gibt im Bereich K des Phasenraumes R, (|x| = h) eine positiv-definite und gebiets- 
weise stetige Ortsfunktion W(x), so daß V&,) > W(x). 

b) Man kann jeder Zahl e > 0 eine Zahl ö zuordnen, so daß Vz, t) Se für |x| <ö. Mit 
anderen Worten, die Funktion W(z, f) verschwindet an der Stelle x = 0 und ist dort in ? gleich- 
mäßig stetig. 

3. Die totale zeitliche Ableitung 


EVTL 
V=-=— fx 
a TR 
die im Innern der Bereiche B und in den Randpunkten wenigstens von innen her stetig ist, stellt 
eine positiv-semidefinite Funktion U@, t) dar. 5 
4. Gilt h2> |) 2e>0 für 1> t, so läßt sich zu jedem beliebig großen Wert f ein 
Wert f’ >T’ angeben, für den 


Fl 
S Va), t) dt > Mo) > 0 
» 
ausfällt. 
5. Passiert die Lösungskurve x(l) im Zeitabschnitt [7‘, {”] einen Bereich B, so besteht die 
Abschätzung | 
t 


[vRO,ya>2 [Ve +) — VW" — O0] + ale), 


Pi 


wobei u(s); s = 0 eine stetige, positiv-definite Funktion von s ist. 
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Die Bedingung 4. kann man auch durch folgende ersetzen: 


4. Wenn eine Lösung x(f), die für {> t, dem Bereich K angehört, nicht nach endlicher 
Zeit in die triviale Lösung x(f) =0 einmündet, dann durchläuft sie eine unendliche Folge von 
Bereichen B. 


Unter den Voraussetzungen 1. bis 5. ist die triviale Lösung x(l) =0 asymptotisch stabil. 


Beweis 


Um erst einmal zu zeigen, daß die triviale Lösung schwach stabil ist, wählen wir eine 
positive Zahl e < h und setzen 


L, = inf We)lie =: - 
Ferner bestimmen wir eine positive Zahl 7 <e, so daß 
Yes) 72 Sfürzeie = n: 


und setzen 
" — inf W(a)lei=n = 1,/2 5 


Danach wählen wir noch eine positive Zahl ö < n, so daß 
Ye) 212° für, ed 0. 


Für jede Lösung x{l); |x()| Ss 6, % > 0 gilt |x(t)| <e, wenn t> t,. 


Die Lösung beginnt nämlich in irgendeinem Bereich B, so daß V zunächst nicht wächst 
und W<=V<=1/2, d.h. || <n. Beim Verlassen des Bereichs springt V um weniger als /,/2 
und beginnt im Nachbarbereich mit einem Wert kleiner als Z,. Diesen kann V (und erst recht 
W) in der Folge niemals übertreffen (Bedingung 5., bei der u = 0 sein kann), so daß ständig 
|z| < & bleibt. 


Beim Beweis der Gleichung 
lim |x(d)) = 0 
t—00 
setzen wir nun e = hund unterwerfen die Anfangsstörung x,im Moment {, Z O der Einschränkung 


|zol S ö(h). Dadurch erreichen wir, daß |x(t, x, 1)| Sh; t> t,. Es sind zwei Fälle zu unter. 
scheiden. 


Fall a) 


Die Lösungskurve x(f) bleibt von einem gewissen Zeitpunkt an dauernd im Innern eines 
Bereiches B. Dann ist V für {> !' stetig, und lim V(x(d), t) = V6>0. Wenn Vs>0, gilt 
t— 00 


Bd]|=e>0 für t>t, und wegen V,<Vo+te für t>T die Ungleichung Vo S Vry4: 
TFT 

= Vr— f Ule(b, 1) dt < Vo + 8 — Ale). Sie ergibt für e — A(o)/2 einen Widerspruch, so daß 
2 


V. = 0 und demzufolge lim |x(f)| = 0 sein muß. 
t— oo 


Fallb) 
Wir nehmen an, daß die Lösungskurve immer wieder den Bereich B wechselt und daher 
unendlich viele Bereiche B;, B;, Bi, ... passiert. Die Eintrittsmomente bezeichnen wir mit 


ti, = L,, = t,, unge, Wegen V; ey (ti, + 0) >= V;, pP Vi (t;, -- 0) >= vn =V (t;, - 0) >... hat 
man lim V„=V»=20. Wenn Vo = 0, gilt lim V,—= 0 und lim |x(t)| = 0 (weil V positiv- 
t— 00 


— 0 t—> co > 

definit ist). Wenn Vo > 0, gilt |x(d)| > o > 0 für > 1, (weil V gleichmäßig klein ist) und dem- 
nach V,— V, 32 W>0; u = inf u(@s)|o<s<n, So daß lim V, = — oo. Das ist aber unmög- 
hch.d.h.V.-0, ar 


Anwendung des Kriteriums auf das Beispiel der Reibungssehwingungen 
mit nichtlinearer Rückstellkraft 


Die Bewegungsgleichung lautet 
2’ + F@)+ Gk@) =E() + R(z, 2, t), 


wenn der Ausschlag des Schwingers mit z bezeichnet wird. 
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Voraussetzungen über die Funktionen F,G,E, R 
Erregerkraft E(t) 
Ei)=(- MY, M = Max JE) ; a Pr T sta —4=sT” 
zähe Dämpfung — F(z‘) f 
F(@'‘) ist stetig und wächst streng monoton; F(0) = 0 
lim Z@) 2 F> MR lim F(z) <—F 


u) !>-% 
nichtlineare Rückstellkraft — G(z) 
G(z) ist stetig und wächst streng monoton; G(0) = 0 


im6Q)@>2G>2M—u; HmG@s—G 


200 2z—>-% n 
Festreibung R(z, 2’, tl) (s. [5]) 
R(z,,t)=—uson?z; M>u>0 für ZEN 


—us G@) — El) 2 u 
R(@,0,) = 16 —EW;  |G@) — EO| < u 
+; Ge) — El) <—u. 


Unter diesen Voraussetzungen gilt der in [3] erbrachte Nachweis des D-Verhaltens, so daß i 
id derer KO für i>= 7, 

wobei a und b Systemkonstanten sind, während der Augenblick T von der einzelnen Lösung r 
abhängt. ! 

Jetzt betrachten wir die (beliebige) Bewegung z(t) als ungestörte und alle anderen Be- 
wegungen z(f) = z(t) + x{f) [z’(t) = z’(l) + y(b)] als gestörte; dabei beschränken wir uns auf den 
Zeitraum > T. Wir bilden die Differentialgleichung der gestörten Bewegung: 

x” +[F@ +2) —- Fe) +le@+D—-EQAI=IRe+n7+rT,D— Rzz,d], 


die mit x’ = y in ein System von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung übergeführt werden 
kann. Der trivialen Lösung x(l) =0 entspricht die ungestörte Bewegung, deren asymptotische 
Stabilität (im Kleinen) bewiesen werden soll. : 


Zu dem Zweck bilden wir einige Hilfsfunktionen. Für x > 0 setzen wir 


k(&) = Min ß € ! 2) G ( 3) : h(x) = Max & [: + 3) —G (: — 2)| s 
klsa+Z ” E Isar 2 ” - 


Kx) = | k6s) ds; H@) = [ his) ds. 


0 


Die Funktionen Ah, k, H, K(x) wachsen streng monoton; bei nichtlinearer Federkennlinie 
gilt A(x) > ka), Ha) > Ka) für x > 0, und [H(&) — K(&)] ist eine streng monoton zunehmende 
Funktion. 

Folgende Beziehungen sind nützlich: 
H(&) — H(dx) 2(l1—DW)H@); Ko) — Kor) > (1—M)Kl), falls 0<9<1. Sie er 
geben sich unmittelbar aus den Abschätzungen H, K(x) = H, K(dx) + (1 — 9): x: h, k(dx) 


1 
= H,K(02). 
7 


Wir wollen noch annehmen, daß im Intervall [-, +95; 0 <q <b* 


FA) — FQ@) _ 
en 
dı —@ 
und im Intervall [-p, + pl; 0 sp<= a* 


Bi) 


ic. 
Pr=prae 


ER ne de a 4 4 Paul Zi, 


aan 22 


TE WU! 
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Die Schranken r, und k, denken wir uns möglichst groß, die Schranke h, möglichst klein 
gewählt; für p = a* bzw. q = b* verwenden wir die Bezeichnungen k*, h* bzw. r*. Dann können 
wir für x < a* — a abschätzen 


ka) > k*x; h(x) <h*z, 


Wir beweisen nunmehr die asymptotische Stabilität der ungestörten Bewegung nach zwei 
verschiedenen Verfahren, die sich durch die Wahl der Lsapunowschen Funktion V(z, y, f) von- 
einander unterscheiden; beide Male nehmen wir als Bereiche B,,, die obere und die untere Hälfte 
der x y-Ebene. 


Zuvor erwähnen wir noch, daß sich in der x y-Ebene jede Lösungskurve (x{f), y(t)) spiralen- 
förmig um den Ursprung O windet. Das folgt aus der Gleichung x’ = y und der Abschätzung 
Yly=o = [R@ + 2%, 7,1) — R(@, 2, )]) — [6 @ +2) — G@)] < — [6 (ze +2) — G(@)] für > 0 
bzw. > — [G (2 + x) — G(2)] für x < 0. Daß diese Spirale entweder in endlicher Zeit in O ein- 
mündet oder die Bereiche B, , abwechselnd unendlich oft durchquert, wird in [4] bewiesen und 
hier als bekannt vorausgesetzt, so daß die Bedingung 4. gesichert ist. 


1. 
(1 
ar); iz 0% 0 
ZN 2>0, y>0 
| * * 
ar 8 Anne 
V@ay)=VC-%—y); y<d. 


In diesem Fall ist die Funktion V mit der Funktion W identisch. Vermöge der Differential- 
gleichung der gestörten Bewegung erhält man 


A Ve) SuV +YlE@+D CO S-YlF@ +) -Fels—rn; 


0<r<r*. Dabei wird vorausgesetzt, daß wir uns auf ein Rechteck |x| Ss a* — a, y| zb* —b 
beschränken. 

Um die Bedingung 5. nachzuprüfen, brauchen wir nur für eine Lösungskurve, die im Zeit- 
intervall [f, !”] von (— x, 0) bis (x, 0) reicht, die Differenz V(t” —0) — ” (! +0) > 
(k* x — h* x?)/2 abzuschätzen. Das ist der Invarianz der dabei verwendeten Beziehungen bei 
einer Spiegelung am Ursprung O zu verdanken. 


Das betrachtete Kurvenstück können wir als y = y(«) darstellen, wobei für y > 0 


Kr ze 
ns Be 20 s—ry. 
dx RU: et 


Steht in der letzten Beziehung das Gleichheitszeichen, so hat man zwei verschiedene pro- 
jektive Differentialgleichungen mit den Definitionsbereichen x = 0 und x = 0. Integration mit 
den Nebenbedingungen Y(—2,) = 0, YC-0) = Y(+ 0) ergibt den Bogen Y(x), der die Kurve 
y(z) umfaßt, so daß Y(x,) = 0 für 23 > 2. 


Die Rechnung liefert 


| er RE, 
ae en r 3 5 4 ey, 
ee YAh*—r yAkt— rn |f 
cospy—=yY1— r2/(4 h*), cosp = 1 —r2/(4 k*), <y<psz 


AUH* og yRke <r <2yRF 


vorausgesetzt, so daß 
7 


Vh*/k* log /h*/k* < 7 


sein muß. Die letzte Ungleichung besteht im linearen Fall (h* = k*) und beispielsweise auch 
dann noch, wenn h* = 4 k* ist. 


Wir erhalten 


u TI rs 
a Ir | mis! d.h. =», 


dabei ist 9(0 << 1) eine Systemkonstante. 
Zum Schluß haben wir 


“ 1 1 1 
j Vdi=- 5-2: Mae). 


v 
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Hierbei wird 
| 
. 
‘ 
e 


2. 
(I y 
53 + H(&) ; zZ>0, y<o0 
ae 
V&y)=153 +5 [H@ + K@]; z>0, y-=0 
1 
DEE 220, y>0 
Ve)=eV/es,—] für z<O. 
Wieder gilt 


d 
H V&y)s—ry;0<r<sr#*, falls wir uns auf das Intervall |x| < a* —a, yl sb* —b 


. beschränken. 


dx 


Indem wir in der oberen Halbebene das Richtungsfeld dy der Lösungskurve y(x) (oder 
4 . dV\. 
was gleichbedeutend ist, die Ableitung Fra RL passender Weise vergrößern, schätzen wir die 


von (—,, 0) nach (&,, 0) führende Kurve durch einen Bogen Y(x) nach oben ab 


en Z|, dV r TC en 
Ten er = (19 } | 2) LH, 


x nV —— 
* 9° le ae 2763, für rsr* und YHa)=sY; 
die letzte Bedingung gilt für r < YH@)/x.. 
&|, dV —— een 
R 1 I Ta TriRe) für rsr* und YK@)=Y; 


dies trifft zu, wenn 


x, ö 


u zZ TE m aa au 
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Um die Gleichung zu gewährleisten, setzen wir 


7* > yahr — yo k* 
voraus, 


5 il dV 5 K(x;) 
ne 2 YH(aı) 


3% | i 
u Lg < | ! 2 0, K(&;) = K(&) — u(&) ; 


u) = Re | Re]. 


S U, dt = [H(&,) — K(&)] > [H(&) — K&)] + ua) - 


NVegeninz=tit, ir, gilt 


Damit ist nachgewiesen, daß Bedingung 5. erfüllt ist. 


Bestehen die den Beweisen zugrundeliegenden Beziehungen zwischen r*, A* und k* für 
a* = oo, b* = oo, so herrscht asymptotische Stabilität im Ganzen, d.h. 


lim x(t) = 0, lim y(t) = 0 
t>o 


t—>0 


für beliebige Anfangswerte z,, y, zur Zeit > 0. 
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Untersuchungen zur Kollokationsmethode” 
Von Horst KADNER 


A. Einleitung 


Zur genäherten Lösung von Randwertaufgaben bei gewöhnlichen linearen Differential- 
gleichungen eignet sich besonders für moderne Rechenanlagen die Kollokationsmethode [1], [2] 
S. 182, [5]. Diese Methode besitzt eine äußerst einfache mathematische Struktur und gewähr- 
leistet außerdem minimalen Rechenaufwand. Erstmalig wurde dieses Verfahren von R. A. Fra- 
zer, W.P. Jones und S$. W. Skan [5] im März 1937 veröffentlicht. Bisher sind jedoch keine 
Untersuchungen bezüglich der günstigsten Verteilung der Kollokationsstellen hinsichtlich einer 
optimalen Approximation der Lösungsfunktion, des Konvergenzverhaltens und der Fehler- 
abschätzung bekannt geworden. Diese offenstehenden Fragen werden in der vorliegenden Arbeit 


über die Fehlerquadratmethode beantwortet. 


1) Unter Benutzung der Dissertation des Verfassers (eingereicht am 17. 2. 58 bei der Fakultät für Mathe- 
matik und Naturwissenschaften der TH Dresden, Referent: Prof. Dr.-Ing. N.J. Lehmann, Korreferent: 
Prof. Dr.-Ing. H. Heinrich. Tag der mündlichen Prüfung: 5.7. 58). 

Die wesentlichsten Untersuchungsergebnisse wurden zur Jahrestagung der Gesellschaft für Angewandte 
Mathematik und Mechanik (GAMM) am 24. April 1957 in Hamburg vorgetragen. 


7* 
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Als Ergebnis dieser Untersuchung folgt: Die Kollokationsmethode ist ein Spezialfall eines 
allgemeinen Fehlerabgleichprinzipes. Als Kollokationsstellen sind im allgemeinen die Null- 
stellen der Legendreschen Polynome der bisher üblichen äquidistanten Wahl überlegen. 


B. Definitionen und Voraussetzungen 


a) Die allgemeine Randwertaufgabe 
Den Überlegungen und Beweisen in dieser Arbeit liegt die lineare halbhomogene Rand- 


wertaufgabe [7] zugrunde: 


LO) = Eye) = Ha), U) ='E, [ir #0 + Bu =0.  - Q): 
(a 


Im einzelnen wird folgendes vorausgesetzt: 
1. Die Koeffizientenfunktionen /,(x) sind in [a, b] reell und n-mal stetig differentiierbar; über- 


dies gelte: f„ #0. 
3. Die Störfunktion r(x) (=E 0) ist in [a, b] reell und stetig. 
3. Das homogene Problem (r(x) = 0) besitzt nur die triviale Lösung. 
4. Die Randbedingungen haben reelle Koeffizienten &,,, ß,» und sind linear unabhängig. 


b) Die adjungierte Randwertaufgabe 
Unter den gennanten Voraussetzungen läßt sich die zu (1) adjungierte Randwertaufgabe 
bilden: 


Lu) = VOM =0, Vu ='F, Buy) + Are). . 2) 
(zei 20 


Die Berechnung der adjungierten Randbedingungen erfolgt zweckmäßig nach der von Ince [7] 
S. 135 angegebenen konstruktiven Vorschrift. Das Problem (2) besitzt nur die triviale Lösung. 


c) Zusammenhang mit der Integralgleichungstheorie 
Für die Probleme (1) und (2) existiert jeweils eine Greensche Funktion [7] S. 188 


G(z, s) und G,(£, s) mit der Eigenschaft ,(&, ) = GG, 24 Zee (3). 


Nach E. Schmidt [13] wird nun ein gekoppeltes Paar von Integralgleichungen zweiter Art 
betrachtet: 


Uer—A r ERDE A er ee a (4), 


z(x) ulm s) y(s)ds = A (66, x) yls) ds... Rn, na 


Die beiden reellen stetigen und nicht identisch verschwindenden Funktion 
en y(x), z(x) werden 
als ein Paar zum betreffenden Eigenwert A; = A;. 0) gehörige adjungier ig ti 
a g a (#0) gehörige adjungierte Eigenfunktionen 
Das entsprechende Paar von Differentialgleichungen hat die Gestalt: 
Ly) =Az, U,y) = 0 a Fe ee 
EaAlzuat, v‚@=0 PR ee 
Führt man (Aa) in (4) ein, so ergibt sich eine 30TL Ic ) j 
nie er ( ) ein, so ergibt sich eine Integralgleichung mit symmetrischem Kern und 
b s Year" b 
va) = A] Ca, s) k [ GE, s) yo) 2 ds = 7% | Ka, &) y(&) de 
Mi 2 ; . (6). 
mi Ku) = Ca s)G&H)ds, Kae) = Ki, x) 


Das entsprechende Differentialeigenwertproblem erhält man durch Einsetzen von (5) in (5a): 


M@) = L(Lu)) = 2. Yen Eile vol tel; 
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mit den im Sinne der Eigenwerttheorie wesentlichen und restlichen Randbedingungen: 


n—1 
U,@) = 2 (6 y%(a) 4 Das y‘%(b)] IT 0 (u = 1; 407 0%] n) ’ 
elf 5 en (8). 
Vu(La)) =" 3 E EU Be + Bun 30, 2 =0(w=n+l...,2n 
Wegen der Symmetrie von K(z, &) besitzt der Operator M(y) die selbstadjungierte Gestalt: 
A EI NR OD (9) 


v=0 


er ist von gerader Ordnung 2 n, und die Koeffizientenfunktionen 9,(&) sind Linearkombinationen 
aus Produkten der /,(x) und deren Ableitungen. Infolge der Voraussetzungen in B. a) 1. sind 
die 9,(x) in [a, b] reell und »-mal stetig differentiierbar. Ferner ist q, = f} > 0. Damit ordnet 
sich (7) mit (8) der Theorie der selbstadjungierten Randwertaufgaben [9] unter. 


Mit der Hilbert-Schmidtschen Fundamentalformel gilt unter Verwendung irgendeiner 
quadratisch integrablen Funktion f(x): 


FI R@O 10 19 ar as < 3 | Fo, 906.9 a:| no 16 aras = (fat 010 wla=o. 


4 x 


(Das Gleichheitszeichen ist bei stetigen Funktionen f(x) mit den genannten Voraussetzungen nur 
für f(x) = 0 möglich.) 

Daraus folgt: Der Kern K(«, £) ist positiv definit, besitzt also reelle, positive Eigenwerte 22 
(#09); er ist stetig, da er durch G(x, s) quellenmäßig dargestellt wird [6] S. 111. 

Mit dem Satz von Mercer ist die Kernentwicklung gesichert: 


Ka) = In) 8): 


{9,(2)} ist das orthonormale System der Eigenfunktionen des Kernes K(x, &£). Diese Reihe ist 
absolut und in beiden Variablen gleichmäßig konvergent. Insbesondere gilt die Beziehung: 


bb b 
Bas) deas =  Kra)de= DU era reil. 
die in einer der späteren Abschätzungen verwendet werden kann. 


d) Die selbstadjungierte Randwertaufgabe 
Tritt das zu behandelnde Problem von vornherein in der selbstadjungierten Gestalt (9) auf: 


MW) =3 WIN = ra), Wi) = I Eu) + BO =0. . (i), 


(==, 2035 2220) 
dann wird vorausgesetzt: 

1. Die Koeffizientenfunktionen 9,(x) sind in [a, b] reell und v-mal stetig differentiierbar; 
überdies gelte: g, > 0. 

2. Die Störfunktion r(x) (= 0) ist in [a, b] reell und stetig. 

3. Das homogene Problem (r(x) = 0) besitzt nur die triviale Lösung. 

4. Die Randbedingungen haben reelle Koeffizienten &,, De und sind linear unabhängig. 
Außerdem müssen sie so beschaffen sein, daß eine Greensche Funktion existiert und symmetrisch 
ist: 

Gall, Ss) —.G(S,2). 
Damit folgt: 


bb 
Meer een a (12): 


Die Eigenwerte A, (# 0) — sie sind reell — entstammen dem Problem: 


My)=iy, WW.) =0 ne Se 0. (19): 
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C. Die allgemeine Behandlung mit der Kollokationsmethode 


a) Der Polynomansatz und weitere Folgerungen 
Die Randwertaufgabe (1) bzw. (11) soll nun mit einem Ansatz 


k . 
Wil, Co Ca...) = P2 GU).. .. een (14) 
j= 


nach der Kollokationsmethode genähert behandelt werden. Dazu wird vorausgesetzt: 

Die reellen, linear unabhängigen Funktionen u,(x) sind Polynome — dieser Ansatz wird 
in C. d) gerechtfertigt — und genügen den homogenen Randbedingungen. 

Die Systeme {u$”} (0 = 0,...,n) sind in [a, b] gleichzeitig im quadratischen Mittel voll- 
ständig. (In B.d) sei 2n = n.) 

Der nachstehende konstruktive Beweis sichert die Existenz solcher Systeme; die Kon- 
struktion erfolgt nach einer Methode, die von N. J. Lehmann in [9] S. 137 angegeben wird. 
Dort wird u. a. bewiesen: 

Es gibt immer Polynome p(x), die bei x, bis einschließlich der «-ten Ableitung verschwinden, 
bei x, + A vorgeschriebene Werte PX, +4) =K,#=0,...,f) annehmen und im Intervall 
[X & + A] eine Abschätzung 

Pro) s Gt] AP, 0-01 2 5 zeit an Bere (15), 
ve = (Ku 8, 47.299 
mit einer von K, und A unabhängigen Konstanten C, gestatten. Damit läßt sich die Lösung y(x) 
des Randwertproblems bequem durch eine Vergleichsfunktion beliebig genau approximieren. 


‚ Zuerst wird y'®(x) nach Weierstrass in [a, b] durch ein Polynom $(x) im Mittel approxi- 
miert. Das Polynom g(x) mit 


ga) = Sa),  ge-d@) = ye-d(a) + [Odd (e=n,...,1) 


und 
r (ya) — S(a))? de < e 


[?7 


nähert y(x) bis zur (n — 1)-ten Ableitung sogar gleichmäßig an: 


er x | BAER 112 
|ye=d(z) — ge-V(x)| = f (yrE) — 9) dE, < y|b— a] S (Yale) — AO) ds 
u | \@ | 
<yVb—al|b—ar-e2<C, &,  |ye=d(a) — ge=N(a)| =0 (16) 
=n...1% ze. me m, 
Durch Überlagerung eines weiteren Polynoms p(x) wird aus q(&) eine Vergleichsfunktion 
AR) = aa) + PR) 
hergestellt, wobei von p(x) gefordert wird: 
pP”a)=0, pMb)=K,= yo) — db) W=0,...,n—1). 
Die Beziehung (16) liefert: 
RlzGs: pPeßeorası 
und (15) gestattet mit a=n —l,ß=en—1l,u,=a, xt + A=b die Abschätzung: 
g: 


pr&)|<Cy, € ze! = 
Insgesamt ergibt sich aus PX ) ; a nn: wi 


Ur — | = | ya) — PR) + PO SIG + Ce, b=0..n 1 ) 
und mit Hilfe der Dreiecksungleichung aus 


» = Re z DB N VE ü 
I) — EN)? dr = \; (OR) — ga) — PR)? de 


7 Gr 1 
< \; (U) — Ka)? du + | F pmay: au <(1 + YB—alcı)e 


r h k 
die obige Behauptung. Man setze w,(x) = G 1;(X) = AR). 
er! 


® 
j 


F 
; 


a To ai 
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Der Differentialoperator in (1) bzw. (11) — er soll hier allgemein mit L bezei 
transformiert die Ansatzfunktionen u;(x) der Näherung (14) = ;* Eee 


Uuy@)=r() (j=1...M, 


und es verbleibt zunächst die Frage, ob die r,(x) linear unabhängig sind. D i 
indirekt geführt werden: Die Annahme linearer Abhängigkeit ee 


k k 
2 Tl) = 3 c; L(u;(e)) = 2 (3 C; 26) =0, 5: N 
j-1 3-1 j=1 a! 


ah im Widerspruch zu den Voraussetzungen in B. a) 3, B. d)3 und C. a). Dann wäre nämlich 
PA c; u,(x) eine nichttriviale Lösung der homogenen Randwertaufgabe. 
j= 


Weiterhin soll untersucht werden, ob das System {r;(x)} im quadratischen Mittel voll- 
ständig ist. 
Mit r(x) = r,(&), y(x) = u,(x) und c, = —1 erhält man: 


b [ 2 k 2 b le 2 
0= J [r —2 C; 6) de = [ (& C; na) de | Be C; “o) 4X, 


b 
v—=0 J 


b/n k 2 n n k 2 
0 [(E0 Zoo) ar = [| Erw -&(Zauro)]ar 


=0 \j=0 


n n b k 2 
<s Max | > Po) BE (£ C; 0) de, 
aszısb\v=0 »=0 a \j=0 
und es gilt mit den eingangs festgelegten Voraussetzungen über {uj”}, nämlich 
b 


k 2 
s( au) de ze VE 
= 


[77 


Q< Max | 3 26) n+1)®. 


asresb\v= 


Somit kann Q durch passende Wahl von k unter jede Schranke gedrückt werden, womit die 
Vollständigkeit des betrachteten Systems gezeigt ist. 


b) Neuer Zugang zur Kollokationsmethode aus der Fehlerquadratmethode 
Führt man die Näherung (14) in (1) bzw. (11) ein, so erhält man mit dem Defekt &,(x) die 
Beziehung: 


L(w;(2)) = r(x) + &,(2) oder .&,(@) = b5 GET nen: (12). 


Bei der Fehlerquadratmethode wird nun gefordert, daß der mittlere quadratische Fehler zu 
einem Minimum gemacht wird [2] S. 185: 


b 
fi (x) dx 
M; = | Der — Min. 


Approximiert man die auftretenden Integrale durch Mittelwertformeln mit positiven Gewichten, 
so entsteht: 


k _ %& 
PAPA T,(x) r;(x) dx 


Mi (b— a) = ‚(26 1) =] 


s=1 


AI (£ A,T,(,) Tl) + A) N ee (18), 
i=0 j=0 


wobei mit 4‘® die Quadraturfehler bezeichnet werden. 
Hier ist allgemein zu bemerken, daß bei einer Interpolationsquadratur zwar die Stütz- 
stellen beliebig, aber nach der Stützstellenwahl die Gewichte eindeutig festgelegt sind [12] S. 455. 
Die Einschränkung „Positive Gewichte‘‘ sichert nach einem Satz von W. A. Stekloff 
[12] S. 457 die Konvergenz einer Interpolationsquadratur für jede stetige Funktion. 
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Anstatt (18) soll nun die um die Quadraturfehler vereinfachte Beziehung 


k ee v ; 
Sa[Zane) =, 25 (Faro ned) = Mint (A>0) + a) 
Ah 0 N i=0 j=0 el 

betrachtet werden. 

Wie aus (19) sofort erkennbar, ist diese quadratische Form positiv definit. 

Die notwendige Bedingung für das Minimum — Nullsetzen der partiellen Ableitungen — 
führt zu einem linearen Gleichungssystem für die Unbekannten , f =1,..., k). Eine Betrach- 
tung über die Anzahl der Stützstellen z,(s=1,...,p) und der Ansatzfunktionen u;(@) (j=1,..-,K) 
ermöglicht einen neuen Zugang zur Kollokationsmethode. 

1. k<p: Mehr Stützstellen als Ansatzfunktionen: Verallgemeinerte Ausgleichsrechnung- 

2. k> p: Weniger Stützstellen als Ansatzfunktionen: k — p Unbekannte sind frei wählbar. 

3. k= p: Die Anzahl der Stützstellen und Ansatzfunktionen stimmt überein. Daraus 

ergibt sich ein Interpolationsverfahren, bei dem sämtliche Fehler &(T,) 
(s=1,...,k) an den Stützstellen verschwinden. Das entspricht der üblichen 
Kollokationsforderung; außerdem ist Min* = 0. 
Somit ergibt sich die Kollokationsmethode als Spezialfall eines allgemeinen Minimalprinzipes. 
Die Kollokationsstellen sind demnach als Stützstellen von Mittelwertformeln erkannt worden. 


c) Konvergenzuntersuchung und Fehlerabschätzung 


Die Lösung y(x) der Randwertaufgaben (1) bzw. (11) — beide werden wieder gemeinsam 
behandelt — lautet in Integraldarstellung: 


b 
=] Gleis. 
Das „benachbarte“ Randwertproblem (17) besitzt die Lösung: 
b 
w.(x) = [ G(&, 5) (r(s) + &(s)) ds. 


Bezeichnet man den Defekt im Kollokationsfall mit &,(x), so erhält man für die Differenz beider 
Dr die vermittels der Greenschen Funktion G(x, s) und &,(x) quellenmäßig dargestellt 
wird: 


k_ b E- b 
W;(X) — Y(&) 2 2.2) = [Gi 5) 2, Gr)ds= SCa,s)els)ds.. . - @) 
= ( I= a 
Zunächst kann festgestellt werden: 
b 


Existiert lim [de = 0 fü i inreichenc i \ i 
J 2.d 0 für k> 00 — eine hinreichende Bedingung wird am Ende dieses 


ne angegeben — dann konvergiert > c;u,(e) in [a, b] sogar gleichmäßig bis zur (n — 1)- 
en bleitung und die n-te Ableitung konvergiert im quadratischen Mittel. 

Beweis’ Fürre=0,...,n—1 ailt: 
k “ | 
2.0Uur (a) > 
j=0 


b » - 
J 9x, s) &,(s) ds < V GEN x. 8 ds aa 
2 A 10x, s))? ds je (s) ds. 
Die Integrale über die partiellen Ableitungen 
ge Ben ungen der Greenschen Funktion sind i le 
und unabhängig von k. Weiter folgt für die n-te Ableitung ; on Sind In U Er 
k 2 ) 
5; c, u" (al = f/ GMX, s) Eu(s ee: | 
et Di j it X, 5) €4(8) ds 79 (x) E(X) 
(vgl. [3] S. 63). a) | 


Dieser Ausdruck wird über das Gr 
stattet eine Abschätzung: 


2 


undgebiet integriert und die Dreiecksungleichung ge- 


I a i Pr: 
fl DL u 6% 2 1 Pe ir Bi 0 en 
\; (Zur = |) fe EIN + aa 


Vila onoajar+ VL ner 


N EN Var 
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Auf den ersten Summanden wendet man die Schwarzsche Ungleichung an und auf den zweiten 
den Mittelwertsatz der Integralrechnung. (f„ #0 in [a, 5] It. Voraussetzung). Mit a <£<b 


folgt also: 
enwofe <\iaoallTemaranı 
uw (& Rz € 7%0)(x, s))? \ —t, 
are) Me ae) re 


Der erste Faktor auf der rechten Seite ist die eingangs angegebene Fehlergröße, der zweite ist 
in [a, 5] beschränkt und unabhängig von k. 


Selbstverständlich ist — wie auch in den vergangenen Betrachtungen — im Falle der 
selbstadjungierten Randwertaufgabe B.d) die Schlußweise völlig analog durchführbar. Ins- 
besondere gilt 2n = n, und bezüglich der Differentiationseigenschaften der Greenschen Funktion 
Gs(x, s) vergleiche man [9] S. 140. 


Der Fall o = 0 in der obigen Beweisführung liefert für den absoluten Fehler des Kollo- 
kationsverfahrens eine Abschätzung: 


b b 
|y(&) — w.(x)| =% (G(x, s))? ds Vi EAST FRE 
wenn für . 
; K(&, 2) im allgemeinen Fall (vgl. (6)) 
Nzs)idss | G,(&, x) im selbstadjungierten Fal— ...... (2) 
a. wobei G,(x, x) der iterierte Kern ist — 


eine obere Schranke bekannt ist. Die Beziehung: 


\ao«- (Zur) a eo 


die über die Güte der mittleren Approximation der Funktion r(x) = L(y(x)) Aufschluß gibt, 
kann mit bekannten Kollokationskoeffizienten €, immer berechnet oder gegebenenfalls auch 
instrumentell ermittelt werden. | 


Einfacher ist jedoch die Abschätzung des mittleren quadratischen Fehlers. Sie ist insofern 
unbedenklich und daher besonders brauchbar, da nun bekannt ist, daß gleichmäßige Konvergenz 


vorliegt. ne 
: [ (1) — wı@))? dx / SE) ds — n 
M=y° </ 5. \r ee 


b—a =. 


>; 1/72 läßt sich aus dem Eigenwertproblem (7) bzw. (13) entsprechend einer geforderten Ziffern- 
anzahl durch Berechnung unterer Schranken für die Eigenwerte }, nach oben abschätzen; evtl. 
genügen asymptotische Betrachtungen. Man beachte dazu die Arbeiten von N. J. Lehmann 
[10], [11] und die Vergleichssätze in [3]. 

Z.B. ergibt sich durch Verwendung von Vergleichssätzen folgendes: 

Ändert man die Koeffizientenfunktionen eines selbstadjungierten Differentialoperators M 
des Problems (13) so ab, daß der neue Differentialoperator M* eine bekannte Greensche Funk- 
tion besitzt und außerdem der Forderung | 

bb bb 
0 <(u M* u) <(uM u) genügt, so folgt [ [ G@%(z, s) ds de < [ [ G*:(z, s) ds de. 
Beweis: Aus 0 <(uM* u) <s(uM u) folgt A* = A, also % 1/7 = & 1/A*” und damit die Be- 
hauptung. i ‘ 

Wesentlich in (21) und (24) ist die Beziehung (23); sie soll im folgenden genauer untersucht 
werden. 

Zur Vereinfachung weiterer Betrachtungen sei das Randwertproblem von [a, b] linear nach 
[—h, + h] transformiert und das System {r,@)}  =1,...,k) sei dort orthonormal; eine 
Orthonormierung ist nach den Ausführungen in C. a) immer möglich. Der Einfachheit halber 
sollen im folgenden die alten Bezeichnungen beibehalten werden. 


Ein zweckmäßiger Ansatz für die Kollokationskoeffizienten 


G=4-- 4 (=0,...,k), = 1, 4o=0, 
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wobei die c; die Koeffizienten aus der Fehlerquadratmethode und die Ac; Koeffizientenfehler 
sind, gestattet die Beziehung (23) in ihre wesentlichen Bestandteile aufzutrennen: 


en h Su 
Fa) ar = / I (Zune + %,Aa ro) da 


—a 
TEN Re + % B 
= Vs ( 24% | de + P (23,48 12) dx. 


Berücksichtigt man noch (17), so ergibt sich eine Ungleichung 
LT anere ER are N 

[Ea)des|/ [ H@) de+ 2 ei 
—ıhı —h j= 


die eine weitere Behandlung ihres letzten Termes verlangt, da’sein Verhalten für wachsendes k 
noch nicht bekannt ist. 
Dazu werden für die Integrale in (18) (k = p) und deren Ersatz durch Mittelwertformeln 
abkürzende Bezeichnungen eingeführt 
+h k (4 Pr 7? 4%) 
[ ra) ri) de = BA, ra) ra) + AP= iu; - AR Ü=0...,h 
—h s=1 N . 


und mit 


Sy=6; +4A® Gij=h...,k), 6; = Kronecker-Symbol 
die Matrizen r ” 
S=(d;+AP), AS=l-AA) Gi=-L...,D 
und Spaltenvektoren 
i=@)., =) 
Ar= (de), Ay= (4A 
definiert. (Bezeichnung nach [15] S. 5, 13.) 
Die Koeffizientenfehler Ac, lassen sich aus einem linearen Gleichungssystem leicht er- 
mitteln. Bildet man nämlich die Differenz der beiden Matrizengleichungen 
($S+4A6)r=H-+ Ay Gleichungssystem für Fehlerquadratmethode, 
eSt+Ad)=H Gleichungssystem für Kollokationsmethode, 
so erhält man: 
SAr=A5r — Ay. 


Die Lösung kann infolge der speziellen Gestalt der Koeffizientenmatrix sofort angegeben 
werden [8] S. 130: 


Kae 183 k 
EHEN LE) (k) ae 0 
de, = 2 bel 170) zar( 2 At) (=1,...,k nLIEY (26) 
= t=1 s=—ü 
mit 
Am Am Am | 
h I | A» je) | | Ann, Ann, Ant! 
de — A® u De A So | Am Ada Ach I 
Jt jt + it 1,® A® 92! ei er | Ay, Ay, Anı 7 
Ajv, Ajt ı Pr | Tom A Ach 
‚A, Ay, Aje 
und 
3 ck) Ak) 
DW — 1 - k > 48 | 1 San Aa a 4 
cn ”> u Trek 
Le 21, Aw, Aw 
e Summationsindizes »,, Yy ... durchlaufen unabhängig voneinander die Werte 1.2 a 


so daß die Reihen von selbst abbrechen. Diese Beziehung gil 
vergenz vorliegt. g gilt auch für k— ©, sofern Kon- 


3 Die Determinantenabschätzung von Hadamard und eine weitere Abschätzun 
ermöglichen es, brauchbare Schranken für di) und DW —_ 1 anzugeben. 
Mit 


g nach oben 


A — Max 18 
) 


LE A 2" a a0 12 
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erhält man: 


Id] < = An > ee (k AR —1 — — A) Se 


ID» — 1| < kAW pi in 
je ] 


— k AW S; . 


Dabei sind S; und S, die Grenzwerte der beiden beständig konvergenten Majoranten. 


Das d’Alembertsche Kriterium dient zum Nachweis der beständigen Konvergenz; mit q; 
werde das allgemeine Glied der jeweils betrachteten Reihe bezeichnet: 


. ;j+1 (k) . ER . wer 
wen et el — lim k AW Ba ‚\ F ae 


ENTER j! VP(kAWy-1 zoo er 
Fa NV; : en, 
lim SH et 2 = ; ii = lim er, er ver 
in Gi joo (dl VPikAwy-i ;ooyj+1 ] 


Außerdem gilt: 


Bel RAD NUDE res 
Diese Reihe ist ebenfalls beständig an 
Falls die Relation 
limk A® = 0 
ko 
besteht, dann folgt insbesondere: 
lim DO ='77 im ’s2. 1m 


kon ko 


Außerdem ist D® als Determinante einer positiv definiten quadratischen Form stets positiv 
und £0. 
Nach diesen Vorbereitungen wird jetzt die endgültige Abschätzung in Angriff genommen. 


Der fragliche Term in (25) lautet mit (26): 


SITE 3 
zu - 2-2 284 ur (Zu) 
j=1 4 2 


und kann mit der Dreiecksungleichung, der Schwarzschen Ungleichung und der Besselschen 
Ungleichung 


k [e0) HR 
SesSa-ltlr@le mit |r@lP= I rad, o=—1 
—ı 


s=0 s=0 


der Reihe nach bearbeitet werden: 


k Eee N 1 BER. 
340% <|/ > 2° A + al | Sar(3« A) 
Il ; j 8 


e 2 FT Ar 1 Fr k Pe3 k . ; k a 
s\/ 2 [2421 + e 3 u 
= D j N lo s 


s=0 s=0 


= in 
syr + Hr@ |? V£: 2 (Aw + 2 zer. N Da Ar 


Man erhält schließlich unter Berücksichtigung der zuletzt erzielten Ergebnisse die gesuchte 
Beziehung: 


en: H (k) a, (k) Sr 
Fly = Yk(k +1) A yı + |[Ir@)||? - 1+kA DW 


Als Ausgangspunkt für die anschließende Diskussion kann damit eine obere Schranke für 
die Beziehung (23) angegeben werden: 


ne 
Sao) ar < Pa) an + yERED Amy Halt ling 27), 


die auf den ersten Blick eine Konvergenzaussage zuläßt. 


Der erste Summand in (27) kann als quadt tischer Mitt 
quadratmethode — das Fehlen des Faktors Yl/2h: ch 
satzes (14) zumindest nicht wachsen. ine er. SO 

Der zweite Summand, der im wesentlichen durch k A® bestimmt ist, lief 

ichende K rgenzbedingung: a 

a im k AM =10. 2 0,0.,.2 2 men 


k>» 


—— es >= 


et 


außerdem die Antwort auf bisher offengebliebene Fragen nach eh... 


1. der geeignetsten Quadraturformel und der damit verknüpften Kollokationss 
die dann optimal ist, 

2. der Wahl des Grundgebietes 
und rechtfertigt überdies den Polynomansatz (14). Bau 

Die Limesgleichung (28) trat bereits oben bei der Untersuchung der Koeffizientenfehler 
in Erscheinung. P 


je ud 


d) Folgerungen und Ergebnisse der Untersuchung 


Nachdem eine hinreichende Bedingung für die Konvergenz aufgestellt ist, lassen sich auch 
die übrigen Fragen mit Hilfe des zweiten Summanden in (27) beantworten. | 

Bei festgehaltenem k wird die Fehlerschranke minimal, wenn die genaueste Quadratur- 
formel mit k Stützstellen zur Verwendung kommt. Eine Beurteilung der bekannten und allgemein 
üblichen Quadraturformeln [14] nach diesem Gesichtspunkt liefert das Ergebnis, daß Formeln mit 
äquidistanten Stützstellen in der Regel eine schlechte Interpolationsquadratur ergeben. Nach 
einem Satz von R.O. Kusmin [12] S. 461 folgt außerdem, daß bei ebengenannten Formeln 
negative Gewichte auftreten. Dieser Satz weist die Existenz stetiger Funktionen nach, für welche 
die äquidistante Interpolationsquadratur nicht konvergiert. Insofern ist die in (18) gestellte 
Forderung: „Positive Gewichte‘ sinnvoll und wird auch von dieser Seite bestätigt. 


Die genaueste Interpolationsquadratur leisten die Mittelwertformeln von Gauß. Dieses 
Verfahren kann als Ergebnis eines Minimalproblems bezüglich des Quadraturfehlers angesehen 
werden, bei dem keinerlei Nebenbedingungen — etwa durch Vorgabe bestimmter Stützstellen 
oder Gewichte — erhoben sind. Vom Standpunkt eines Maximum-Minimum-Problems be- 
trachtet, kann beim Hinzufügen von Nebenbedingungen das Minimum nicht verkleinert werden 
[4] S. 353. 

Somit erhält man als weiteres Ergebnis, daß im allgemeinen die Stützstellen der Gauß- 
schen Quadraturformel — also die Nullstellen der Legendreschen Polynome — als Kollo- 
kationsstellen der bisher üblichen äquidistanten Wahl überlegen sind. Ausnahmen bei zu klei- 
nem k (etwa k = 2) und einer rein zufällig günstigen äquidistanten Anordnung erfaßt diese Be- 
trachtung natürlich nicht; ein solcher Ausnahmefall ist im Abschnitt D., Beispiel 1 angeführt. 
Wie man sieht, erfolgt dort bereits bei k = 3 der Umschlag in die normale Richtung, d. h. dort 
liefern wieder die Gaußschen Kollokationsstellen bessere Ergebnisse. 


Mit einer Vergrößerung der Anzahl der Kollokationsstellen von k auf k + 1 wächst auch 
im gleichen Maß die Anzahl der Ansatzfunktionen, was natürlich — nach den vorangegangenen 


Untersuchungen zu urteilen — bedrohlich erscheint. Jedoch lassen sich genaue Angaben nur in | 
Spezialfällen machen. 


Besitzen die Integranden (r,(x) r;(&)) in (18) stetige Ableitungen bis zur 2 k-ten Ordnung, 


so kann die Fehlergröße k A® in der hinreichenden Bedingung (28) bei Benutzung der Gaußschen 
Mittelwertformeln angegeben werden: 


3 


7 2%(k1)2\ 2 2k (2) r,(a)y@ | | 
kA® — Max |k A® = [ | h2ı+ı __ 2 EB. I(ni®) I) | | 
A lau)  arrıan, op jene 
k 


ale k jel,...,k = 


e ‚Mit der Feststellung, daß im allgemeinen der letzte Faktor dieser Fehlergröße von k ab- 
nängig ist und im ‚Konvergenzfall — abgesehen vom Faktor h®k+l __ der gegen Null strebende 
erste Faktor die Konvergenz erzwingen muß, lasse 


n sich sofort die Frage 
Ansatzfunktionen und des Grundgebietes beantworten. ee 


Geeignet sind für die Kollokationsmethode nur Solche Ansatzfunktionen, bei denen die 


ıodernen Rechen- 
auch aus den Beispielen im Abschnitt D. ersehen werden kann, sind die Approxi- 
ionsfehler unerheblich im Vergleich zum Rechenaufwand bei der Fehlerquadratmethode. 


Be intH, i .D. Beispiele da 
En er Die vom Verfasser durchgerechneten zahlreichen Randwertprobleme — von denen hier nur 
. zwei wiedergegeben werden sollen — zeigen, daß die Kollokation mit den Gaußschen Stütz- 
_ stellen recht gut arbeitet. Oftmals wirken sich bereits bei k = 3 und einer Rechnung mit 6 Dezi- 

malen Abrundungsfehler störend aus. Die Ergebnisse zeigen, daß bei kleinem k der Genauigkeits- 
gewinn der „Gaußschen‘ gegenüber der äquidistanten Kollokation trotz der erreichten Approxi- 
mationsgüte noch nicht sehr groß ist. Zur-Begründung kann angeführt werden, daß in diesen 
k-Bereichen (k = 2, 3) die Gaußschen Kollokationsstellen noch etwa so wie manche äquidistante 
Stellen verteilt sind. 
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4 1. Beispiel 
2 Querbelasteter, elastisch gebetteter und gelenkig gelagerter Druckstab. 


E- By) +0, 22er, ed - yet. 
Das Eigenwertproblem lautet: 
2 @- Hy)" =A—M)y=uy, yEl)=y’(EN)=-0, 


und untere Schranken ergeben sich infolge 


+1 +1 
ERDE) 


“ 


‚ m nr if v2 a 2 
ae ae) er ey ei] yeicı 


& aus dem Problem 


f yıYy 


1e-. 4 
Bu, VEN WED-0: (gie). 


Als untere Schranken für die ersten drei Eigenwerte hat man somit: 
A, = 46,088063 , A, = 137,409008, A; = 533,133103 . 


"Diese drei Werte genügen im Bereich der mitgeführten Dezimalstellen zur Aufstellung einer 


oberen Schranke 
? 2 1/17 < 0,000530 . 


Das Beispiel wird mit einen zwei- bzw. dreigliedrigen Ansatz 


k 
Dt) = P2 C; U;(&) (k= 2,3) 
in 
durchgerechnet. Dabei sind 
ua)=r—-6%2+5, 
2 2152792 —6l, 
uz(x) = 23 — 28 2° + 350 2? — 1708 2? + 1385 
und 
r,(£) = 40 2? — 384 2? + 272, 
T,(x) = 40 x — 1500 x! + 5880 2° — 3460 , 
r;(x) = 40 x — 4256 2° + 42560 2? — 138880 x? + 79032. 


Es zeigt sich wieder, daß man mit drei Kollokationsstellen ein — im Verhältnis zum Rechen- 
aufwand gesehen — gutes Ergebnis erhält. Die Symmetrie des Problems wird durch den Rech- 


nungsgang automatisch erfaßt. 


FRE WET COURT UETLEE U AEREN VE THREE, IE RERENERTERE EFT UN wer 


TUR 
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Wahl der Kollokationsstellen: 


Newton: z,ı = + 0,333333, Iı2 = + 0,666667 , 

Gauß: x, = + 0339981 , ze2=+ 0,861136 , 

Newton: n=0, = r05 %s= tl» 
Gauß: =, &+ = + 0,538469, 2,5 =H 0,906180 
Bessere Approximation: 

Newton: £ıı = + 0.28, %&ı2 = +05, x;3 = + 0,7, 
Gauß: 241 = + 0,238619, 242 = + 0,661209, 243 = + 0,932470 . 


Wie bereits in C. d) darauf hingewiesen, tritt hier der Ausnahmefall ein, daß beik=2 die 
Newtonsche Kollokation ein besseres Ergebnis — jedenfalls nach der Abschätzung zu urteilen — 
als die Gaußsche Kollokation liefert. Bei k = 3 erfolgt der Umschlag in die normale Richtung. 

Die Ergebnisse sind in der nachstehenden Tabelle zusammengefaßt. Zum Vergleich werden 
die Ergebnisse der Fehlerquadratmethode herangezogen und Abschätzungen für den mittleren 
quadratischen Fehler angegeben. 

Zur Sicherheit wurden die Ergebnisse mit einer Kollokation bei Verwendung von 8 Dezi- 
malen überprüft. 


k=2 
x 0.333333 | 0,339981 Fehler- 
%, 0,666667 0,861136 quadrat 
ö 102 4,799029 | 7,896941 6,124335 
10 3.235456 | 5,760891 4,311473 
a 
| 24x 0,272584 | 0,310401 0,225845 
m: < 0,000072 | 0,000082 0,000060 
m, < 0,008(5) 0,009(1) 0,007(7) 
k=3 
x 0 N) | 0,85 0,238619 
X 0,5 0,538469 | 05 0,661209 Fehler- 
i | quadrat 
1 0,906180 | 0,75 0,932470 


—e 
c - 102 14,928045 10,297301 7,952269 10,991507 10,442508 
2 + 103 67,037951 41,221432 27,339116 51,374384 46,044795 

eg 108 24,464397 14,755731 9,488406 18,977957 16,328030 


"4 
ja da 0,236515 0,032345 0,074389 0,028570 0,025319 
Mi =< 0,000063 0,000009 | 0,000020 | 0,000008 0,000007 
M,= 0,007(9) 0,003(0) 0,0045) | 0,0028) 0,002(6) 


2. Beispiel 
Als letztes Beispiel soll eine Näherungslösung für die Randwertaufgabe 3. Ordnung 


A 770 DEE « 0 1 
Ay +4RyH3ey4oyes, WMWeyßa)=y(WHYld)=0 
ermittelt werden. 


Zur einfacheren Behandlungs / j 

"ha — vor allem weoe er anwertei i 
Problem mit Inx = 1 transformiert und für / EN es ht or ni 
mit konstanten Koeffizienten: ® a 


m [77 ’ 1 
y’+y'’+y+ 5 y=e,- y(0) =y'(n 2)=y'(0)=0. 


Die Abschätzung des mittleren quadratischen F ä 
hätzu mittle € hen Fehlers verläuft hier nicht 
bei den bisherigen Beispielen, da das vorliegende Problem nicht an u 
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. Zur Bestimmung einer oberen Schranke für I 1/4? wird gemäß dem Vorgehen in B.a) das 
Eigenwertproblem (7) mit den Randbedingungen (8) aufgestellt. _ . 
Die Koeffizientenfunktionen g,(x) des Operators (9) ergeben sich zu: 
1 
90h ein. 


Mit Hilfe der adjungierten Randbedingungen, die nach der Vorschrift von Ince [7] S. 185 er- 
mittelt wurden: 


y(In 2) = — y(0) + y’(0) = yln2) — y’(in2) + y’(n2)=0, 
lautet das gesuchte Eigenwertproblem: 


er (Ryan, 


Wesentliche Randbedingungen: Restliche Randbedingungen: 
v0) = 0, y”’(in 2) + y”n 2) +, un?) =0, 
yind=0, v0) 57/0) =0, 
3 W).—V,, y‘(In 2) — 5 yYAmdIJ—=0, 


Um einen Weg zu beschreiten, der prinzipiell auch bei schwierigen Problemen zum Ziel führen 
kann, sollen die Eigenwerte nach einer Arbeit von N. J. Lehmann [11] eingegrenzt werden. 
Zuerst wird der Quotient 

BE 


MIT Fy NW) de 
durch partielle Integration umgeformt und dann durch einfache Nebenprobleme eingegrenzt. 
Diese werden so gewählt, daß ihre Eigenwerte durch eine bequem lösbare Hilfsaufgabe bestimmt 
sind. Ein sehr einfacher Hilfssatz [11] ermöglicht das: 
Ist r(x) eine für x = A, stetige und monoton wachsende Funktion von x (also etwa r’(x) > 0 
für € > /,), so wird: 
Max Min r(m(y)) = r(A,), r(A,) ,. 


v yeV 


- 


In2 In 2 In 2 In 2 


J y M(y) dı = — J (gxE = u) U de = — UN y \ - pt y De dx 
0 0 


In2 
rm [73 
DR) beta 


0) 


o 


In 2 In 2 In 2 2 
[22 EIER [77 ® 
a 
0 0 0 
In 2 In 2 


JS yN@)dı = f yPdr. 
0 0 


Beachtet man die wesentlichen Randbedingungen und führt außerdem die restlichen ein, dann 
ergibt sich: 


ln 2 In 2 


In 2 m 1 ’ [Zi 5 
[ yM@) de = — [ W + y)yda = Sy *de— | ydr—, yÜO) + ya?) 
0 0) 0 


1 
+ y’In 2) ydn 2) +, y°n 2). 


Als Hilfsproblem bietet sich an: 
In 2 In 2 
Max Min (me) —- /y'"delf y de) a 
v yeV (0) 0) 
Das Problem wird später asymptotisch behandelt. 
Abschätzung nach oben: 


In 2 


n2 = 1 
fu? dx + y’(in 2) + |y” (in 2) ydn 2) + 5 Yln2) = [yMQ) dx. 
0 {6) 
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Die auftretenden Randausdrücke werden in Gebietsintegrale umgeformi. Mit der Schwarzschen 
Ungleichung entstehen dann die folgenden Integralungleichungen: 


In2 | Beinahe 
|y”’(in 2) en J ur = < V! ale dx YIn 2 ; 


Yin) = yde= ff vs) ds, de + y’(O)In2 
v0 


FT Y ( y'(&) i) as dx + y’(0) In 2, I 
{0} 0 \v0 
Ivan 31 < ]/ fy*ar- ;, an 29° + 1wXO11n2, 


In2 


wo = Tora = Flo) aa 


Be 
= fwrar- za. 


Mit BR 
In2 e FE 
|y’’(in 2)| < V! y'"deyln2 
Ö 
In 2 14 ” 
und |y(in 2)| <) f y'”de- 5 9 
erhält man: 
[um - an ee 
Ten) a re 


— 2,073660 m’(y) . 


Abschätzung nach unten: 
Tu 10) ax = ya — | y* ar, y*0)—|y”On 2) yan 2). 
Integralungleichungen: E72) B-. 
Iv® de = — [y" y' de < Vf dx Vf de, 


n2 _ In2 n2 , Ben 

Sy de=— [y’ydıs |) Sy” del/ [ yYPr. 

0 0 0 0 
Daraus folgt: 


0 


2 , In2 , \2/8 /In2 1/8 
u, @<(} en ie) ( va) i 


Der Randausdruck > y’°(0) ist bereits abgeschätzt. Ebenso könnte man für |y’’(In 2) y(In 2)| 


die ermittelten Ungleichungen benutzen; das führt aber zu außerordentlich groben Schranken. 
Mit einer anderen Abschätzung läßt sich dieser Mangel weitestgehend beheben: 


In2 In2 me In2 * 
y’An2)yin2a)|= Sy’yYdc+Sy”’ydo <s V; y’” de Vf dx 
{0 0 | v0 0 
In2 ö R TER 
+4 I Te FR 
0 v0 
Hier können nun die bekannten Abschätzungen eingesetzt werden und es ergibt sich: 
[yM(y) dx _ 2 Ruhe er en Zee, 
© u > FE 2 ya g er 3 0 
—= 0,925995 my) — ] (my)? — 2 ym%y) . 
Nach diesen Vorbereitungen läßt sich die Eigenwerteingrenzung durchführen: 
2,073660 m°(y) = m(y) > 0,925995 my) — \(m’y))® — 2 YmoQ) . 


Um wenigstens größenordnungsmäßig die Eigenwerte zu erfassen, soll ihre asymptotische Ver- 
teilung herangezogen werden. Damit wird bewußt eine Kompromißlösung bezweckt, die aber 


im Interesse einer raschen Durchführung der Fehlerabschätzung liegt. Die Ergebnisse sind also 
mit Rücksicht auf diese Maßnahme zu bewerten. 


H. Kanne, Untersuchungen zur Kollokationsmethode i 113 


Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte lautet für d li i 
RE en HOT: g ür das vorliegende Hilfsproblem nach 


1 
M=R— Zn (al? (d=1,2..). 


Insbesondere ist r(m°(y)) bereits für m°(y) > 4 monoton wachsend und stetig, womit die Voraus- 
setzungen des Hilfssatzes erfüllt sind. Die Eingrenzungen lauten für die ersten zwei Eigenwerte: 
18157 >4# > 7496, 

1162048 > 3 > 510620 . 


Das ergibt: 31/2? » 0,0001. 


Aus der Größe der Schranke für % 1/77 kann im allgemeinen oft die Anzahl der Kollokations- 


ı 
stellen bzw. Ansatzfunktionen geschätzt werden, um eine vorgeschriebene Genauigkeit zu er- 
reichen. 
Beim vorliegenden Randwertproblem soll vorgeschrieben sein: M = 0,005. Ein Versuch 
mit-k'= 2 und 


Wr) = € UlR) + 6, U;(R) 
mit u,(x) = 2? — 3(In 2)? x, 
u;(x) = x + 2(In 2) x? — 10(In 2)? x, 
T,(&) = 0,5 2? + 3 2? + 5,279320 x + 4,558641 , 
T,(2) = 0,5 x* + 4,693147 x? + 16,158882 x? + 14,017111 x — 11,648014, 
bei dem sich wieder — nach der Fehlerschranke zu urteilen — die Gaußsche Kollokation als die 
beste erweist, führt zum Ziel. 


Wahl der Kollokationsstellen (umgerechnet auf das Intervall O...1In 2): 


Newton: ze; 7, = 0,6931472, 
Newton: 7, =0,1732868, % — 0,5198604 , 
Gauß: = 0,1464732, % = 0,5466680 . 
2 0  .0,1732868 ' .0,1464792 Fehler- 
Lg 0,6931472 0,5198604 0,5466680 quadrat 
c | 0,219892 0,205917 0,206116 0,206194 
65-10 —0,213894 —0,049417 \ —0,048909 —0,046925 
In 2 \ 
er 0,020854 0,000018 0,000016 0,000007 
10] 
M22 0,000004 0,000000 0,000000 0,000000 
MEER 0,002 0,000 | 0,000 | 0,000 
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Die Verfahren von Ritz und Trefftz in der Theorie der Schalen 


Von D. RÜDIGER 


1. Einleitung 


In der vorliegenden Arbeit werden die zur numerischen Darstellung der Lösungen elastischer 
Schalen gut geeigneten Verfahren von W. Rırz!) und E. TrEFFTZ?) erläutert. Die Verwendung 
krummliniger Koordinaten erlaubt die Darstellung der linearen Bestimmungsgleichungen für 
die Konstanten der Ansätze in allgemeiner Form. Ausgangspunkt ist dabei das Prinzip vom Mini- 
mum der potentiellen Energie, das aus den Grundgleichungen der technischen Theorie der Schalen 
hergeleitet wird. Die Bestimmungsgleichungen für die Konstanten gelten ebenso für elastische 
Platten, Scheiben und Membranen. 

Bezeichnen o*° die kontravarianten Koordinaten des Spannungstensors und h die konstante 
Schalendicke, dann sind der Längskraft- und der Momententensor in der technischen Schalen- 
theorie durch 


= 
2 


definiert. Mit den Verschiebungskomponenten V®, W und den Flächenbelastungen pf, p® und m? 
lauten die Schalengrundgleichungen °) 


N, +p=0, 2. Fb Nr — s Mm, —-Q@+m=0, 


Eh (2 o Eh RR: 
lb tv D,), Mr WI + rer We) m). 


N» — 
1 1—»? 12 


Dabei stellen ein langer senkrechter Strich die kovariante bzw. kontravariante Flächenableitung 
nach der hinter dem Strich stehenden Koordinate, E den Elastizitätsmodul, » die Querdehnungs- 
zahl und 


(V* 


B + Vela) — bad W 


den Deformationstensor der Schalenmittelfläche dar. Der Spannungs- und der Deformations- 
tensor außerhalb der Schalenmittelfläche werden in der technischen Schalentheorie durch 
ee 


12 S 
af — Ns Ir: A aß &B — Ra 7l: = 

r\ +aM & D D* wise2 ZN 
festgelegt. Zur Formulierung der statischen Randbedingungen der Schale legt man die kontra- 
varianten Koordinaten des normierten Tangentenvektors der Randkurve C durch e* und die 
kontravarianten Koordinaten des äußeren Normalvektors durch n® — &”P egfest. Die am Schalen- 
rand angreifende Längskraft bzw. deren kontravarianten Koordinaten sind durch 


Beet 
KP=.Neen, ll Se Re 

bestimmt. Für die invariante Randquerkraft gilt 
Q=n,.0* an wa ee ee 

Der Momentenvektor des Schalenrandes ist durch 
M.= Be »Tn, au (33) 

egeben, wobei B= n,n, M*? das Rs iege 3 TE i 

geg „N Randbiegemoment und T = — N, ea M*® das Randtorsions- 


moment sind ?®). 


nn W 7 : 2 
Göttingen 1908 math. phys, KL. 8 a r Lösung gewisser Randwertaufgaben, Nachrichten Ges. Wiss 
g ath. y8. .. D. 236. — er > 7 TER . RRNE- x R 
der mathematischen Physik, J. reine angew. Maik 1n6 (ae zur Lösung gewisser Variationsprobleme 
2 E. TREFFTZ, Ein Gegenstück zum Ritzschen Verfahren, Verh. Kongr. techn. Mech. Zürich 1926, 8. 131 
3A ergl z. B. D. RÜDIGErR, Zur Theorie elastischer Schalen, Ing.-Arch. 28 (1959), S. 281 ‚D- ! 
‘) H. Neuser, Allgemeine Schalentheorie, ZAMM 29 (1949), S. 144 ed 
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2. Formänderungsarbeit ' 
Für die Formänderungsarbeit in der technischen Schalentheorie gilt 


h 
a 
a=,| [er Dad. 
h 
2 


men 


Unter Beachtung von (2) erhält man daraus 


1 b) 
A | D,a— M>? Wi.) dl: "un. ne BE (4,) 
F 


oder, da der Längskrafttensor symmetrisch ist, 


1 0 i 1 
A 3 [rl War | MeWiar a RUE A 5. (4,). 
F Bl 


Die Formänderungsarbeit (4,) als Funktion der Schnittgrößen und der Verschiebungen soll noch 
etwas umgeformt werden. Mit den Gleichgewichtsbedingungen (1,) lassen sich die Beziehungen 


NE Vals = (NP V)la EDV 
und 
— MW =— MFWls+(@ Wil. + ba N®PW + p®W —m* W|, 


leicht bestätigen. Somit kann die Formänderungsarbeit A in der Form 


1-5; [er vl, [are wiodtz [@ Wis] 
» h ü 


1 
+7 | ee WW are re (4,) 
; 


geschrieben werden. 
Die Anwendung des Gaussschen Integralsatzes 


SOlkdf=$O,der = PO) nads 
F C C 
auf die ersten drei Integrale in (4,) ergibt die Formänderungsarbeit 


1 1 T 
r sp Vonpds—, BAM? Wlungds +5 de Wn„ds 
c [6 [6 


2 + | (BVG, HP W—mW|)d»r- 20a un (4,) 

= 
als Funktion der Randwerte und der Flächenbelastungen der Schale. In (4,) werden die Rand- 
kraft K* und die Randmomente B und T eingeführt. Mit (3,) und der aus (3;) abgeleiteten Be- 
ziehung 
Mn=Bn"— Te 


erhält man schließlich die Formänderungsarbeit 


1 1 4 Si : 
A= „hR V; d—,HBm W|„ds +30 Te Wiads+,bQNW ds 
[& C € ö 


+ = | ee dl ernannte en (4,) 
{ 


als Funktion der am Schalenrand angreifenden Längskraft K*, der Querkraft Q, des Biegemomen- 
tes B, des Torsionsmomentes T und der Flächenbelastungen der Schale. Für manche Betrach- 


tungen kann es zweckmäßig sein, die Arbeit des Randtorsionsmomentes 7 durch partielle Inte- 
> 8* 
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gration umzuformen. Man erhält dann auf dem Randstück zwischen zwei Punkten 1 und 2 


2 


2 2 
[re wie = rw (Ywo-0mwo-amo-|Zwe al). 


Die Formänderungsarbeit des Torsionsmomentes längs des Randes zwischen den Punkten 1 und 2 


setzt sich danach aus den Arbeiten 5 TW der „Einzelkräfte 7‘ in den Punkten 1 und 2 und 
2 


der Arbeit - | 2 W ds der Linienkraft > zusammen. Mit (5) können die Arbeitsanteile des 
1 


Torsionsmomentes und der Querkraft durch 
2 2 \ 2 
! (rew,a+t [ows=-irma—irmw+4t[le-Zws © 
Ba ie re. 2 2 ös 
1 1 1 
ersetzt werden. In (6) stellt der Ausdruck Q a — () die Ersatzquerkraft dar. 


3. Das Theorem von Betti 
Eine Schale sei durch zwei Gruppen von Kräften belastet. Die erste Gruppe besteht aus 
den Flächenbelastungen p“, p?, m* und aus den mit diesen im Gleichgewicht befindlichen Rand- 


A 


kräften und Randmomenten K°, B, T und Q. Die zweite Gruppe wird durch =, 08, us, ke, b,t 
und q charakterisiert. 
Die infolge der beiden Gleichgewichtsgruppen eintretenden Verschiebungszustände sind 


V, W bzw. 9%, ®. Bei allmählicher Eintragung der ersten Kräftegruppe und danach der zweiten 
Kräftegruppe wird von diesen die Arbeit 


A+A+$KQ,d—$Bmol,d+$Teald+YQMds 
ö ö e € 
+ ea +pPo—mol)d. ame Sue. 2 Fe 


verrichtet. Eine Veränderung der Reihenfolge der Eintragung ergibt für die Formänderungs- 
arbeit beider Kräftegruppen 


A+A+GK V„d— Hbm Wl,ds + ler W|.ds+$g Was 
C C C C 
+ [ev Hm WR WI.) df ee 


Die Formänderungsarbeit ist aber von der Reihenfolge, in der die Kräfte eingetragen werden, 
unabghänig, so daß aus dem Vergleich von (7) und (8) das Bettische Theorem für die Schalen 


g K* o,ds— $Bmol,d+$Te ol, ds + $0 ads + [ (pP 9 + pPP&o —m® ol)df 
, C [0 [6] F 


{ ka A I r b rar Es u „x W a 9 yır 7, ru v y Be 
= (* V„ds - “ In Ma W|,.ds daW ds + is V„+a3W u‘ W|,)af (9) 
folgt. 


4. Die Variation der Formänderungsarbeit 


ne n soll unter der Voraussetzung infinitesimaler Variationen die Formänderungsarbeit des 
Bl ichen Zustandes einer Schale mit der eines variierten Zustandes verglichen werden. Sind 
V* und W die tatsächlich eintretenden Verschiebungen, so sei die benachbarte Lage der Schale 


durch V* + öv* und W -+- dw bestimmt. Für den Def i it Ä 
En la ion eformationstensor der Schalenmittelfläche 


Der 1 j o 
D +56]? + 000) br w—Dee + öde... ..... do). 


4 
4 
s 
x 
v 
E 
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Der durch N®? und M*? gekennzeichnete Spannungszustand ist in der benachbarten Lage durch 


NAT OR m MBit Omel AN DRS MEr (10,) 
festgelegt, wenn 
Eh 
= a (öd°® + v &*V &P? Öd,,s) , 
TE Bere 28T 10,) 
N Eh M 10 
om Bi er n» (dw|*P nn V Eee ow|,s) 


eingeführt wird. Für die Formänderungsarbeit in der infinitesimal benachbarten Lage erhält man 
aus (4,) mit (10,) und (10,) 


if ° 
A+SA=5 | [ON°® + On“) (Dan + dep) — (M=? + Om?) (Wiap + dw|n)] dj 
F 
RN ala ödys + D*? ön,,) 1, | ar dw|2a + Wlan 6m?) af. 
F 


F 
Man bestätigt mit (10,) und (10,) leicht die Beziehungen 


NePöd,s—=DePöng, Men =ome Wis > 22:2... a1), 
so daß für die erste Variation öA der Formänderungsarbeit A 
0A PN Od, sd af Mu) Bdfer rn. ee (12) 
F F 
AS ED; er, dee re (12,) 
: F F 


folgt. 


5. Die Energiehauptformel und das Prinzip vom Minimum der potentiellen Energie 


Die aus den Schnittkräften, den Schnittmomenten und der Flächenbelastung einer Schale 
bei einem virtuellen Verschiebungszustand mit den Komponenten öv* und öw gebildete poten-- 
tielle Energie ö// ist 


—2H = (N=? |x + pP) övg df a (Q*|a + dus N°P + p®) dw df 
N) din] dfi= Uran RE IE (13% 
Führt man die Beziehungen 


N®P|, vg = (N°P öv;)|. — N°P övp|.» 


Q° |. dw = (Q* dw)|, — Q* öwl., 
MeP®|, dw|s —= (M## öw|z)|z _— MsB Sw|a« 
in (13,) ein, so wird 


— 811 — J (N#P övp)|„ df — S (MP dwi)lu.df + f (Q* dwla df —  N®’ (övgla — Das dw) df 
F F F 2 
+ /M*Pöw|..df + Sp, +pöw—möw)d=0 ........ (13,) 
# F 
erhalten. Beachtet man, daß 
— f Ne? (öv;|x — bug dw) df + [ M°P öw|z.df = —- [ N°P öd,s df + [ M°P öw| a. df = — 6A 
P F F RP 
ist, dann ergibt sich 
SIT = 8A — J (NP övp)|udf rl (Ms? öw|z)|« df = (Q° öw)|. df 
F R 
a po meön)d=0 . U. A. vun (13,): 
Die Anwendung des Gaussschen Satzes auf die ersten drei Gebietsintegrale liefert zunächst 
öIT = 6A — $ N°P övg n,„ds + $ M*P dw]; n, ds — $ Q* öw.n,ds 
C c 0) 


(Pi, +pöw—mön)d=0..... "2.00. (134) 
F 


STE 
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. und nach Einführung der Randwerte (3) 
oT = 6A — $ Kr öv, ds + P Bn* öw|, ds — $ Te öw|.ds — $.Q dwas 
[6 [6 [63 


_ (pi, tpiw—mdw)d=0 u... nun een (13,). 
F 


Die Beziehung (13,) ist die Energiehauptformel für die elastischen Schalen. Aus ihr wird durch 
spezielle Wahl des virtuellen Verschiebungszustandes das Prinzip vom Minimum der potentiellen 
Energie in der Schalentheorie hergeleitet. Fordert man nämlich von dem benachbarten Ver- 
schiebungszustand V* + öv* und W + öw, daß er die geometrischen Randbedingungen erfüllt, 
so verschwinden die virtuellen Verschiebungen 60“, öw und ihre Ableitungen n* dw|., e* Öwl|, 
an den Randstücken, an denen die Verschiebungen und ihre Ableitungen festliegen. Es fallen 
dann in den Randintegralen die unbekannten Stützkräfte und Einspannmomente K®, B, T und 
Q heraus, und die Randintegrale sind nur noch über jene Randstücke € zu erstrecken, längs der 
Randkräfte und Randmomente vorgeschrieben sind. Man erhält zunächst 


SIT = 6A — [ Kr öv,ds + [ Bn öw|, ds — f T e* öw|, ds — f Q dw ds 
Le, © O G 
(#0, +pPöw— möul)d=0......L er. 2.22, 22 
- 


und da längs C die Randkräfte und auf der Schalenoberfläche die Flächenbelastungen fest vorge- 
geben sind 
öIT=6|A—[Krv,d+/[Bnsw,d—/[Tew|,d—/f[Qwds 
c TE [:) G; 


[eu + pw—m*w|,)dj U 


Daraus ergibt sich mit v.— V, und w— W das Minimalprinzip — ein Maximum ist mechanisch 
offensichtlich ausgeschlossen — der Theorie elastischer Schalen 


H=A—/[K V,d+f[BnW|l,d—/[ Te Wi,d—[QWds 
[ © [7 € 
— [(p V.+p?®W— m: W|,) df = Minimum . 2 2... Tun... » (BB). 
F 


IT bezeichnet man als potentielle Energie der Schalen. Die Ausdrücke (14) und (15) besagen, 
‚daß unter allen Verschiebungen, die an den Rändern die vorgegebenen Randwerte annehmen, die- 
jenigen eintreten, die die potentielle Energie zu einem Minimum machen. 


6. Das Verfahren von Ritz 


Beim Rırzschen Verfahren wird die Minimaleigenschaft (15) der Lösungen der Schalen- 
g z = Q \ z B 
grundgleichungen zur numerischen Darstellung des Spannungs- und Verschiebungszustandes 
benutzt, indem man z.B. den Ansatz 


u A Ze te er ee ee 


n * n n * 


v=-Vve+yc®, W=WHYITOIDF EL En (16) 


a . = ER 21 vr £ L& . u . e u: 
macht. Die mit dem Verzerrungszustand verträglichen Funktionen V* und W unterliegen dabei 
She n BR > u y . n pP. n a, . % - 
a Bedingungen wie die virtuellen \ erschiebungen. Erfüllen die Funktionen V* und W 

a Oe 3 3 r atrische j y j N ] I j 
ie geforc erten geometrischen Randbedingungen der Schale, so müssen in diesen Randpunkten 
die Funktionen 9* bzw. ® und deren Ableitungen n! o|, e* o|, 
\ erfahren setzt dabei voraus, daß die Funktione 
bei hinreichend großem n die 


verschwinden. Das Rırzsche 
r r 

I ng‘ und @so allgemein ausgewählt werden, daß 

Lösungen der Schalengrundgleichungen mit beliebiger Genauigkeit 


dargestellt werden könne oh N nr» ne us n 
argestellt werden können. Die in (16) beliebigen Koeffizienten € berechnet man, indem die mit V» 


n 
und W gebildete potentielle Energie 
n n 


I=A—] Re Vads +) Bns W|,ds — )Tewi.as—[QWas 
- 


( Ü 


C 


= (p V„+p? W- - m® WI.) are, . (17) 


m lich acn W rd Bi st mm osole oe - OnS anten sind dann 
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bed Sir, 
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a ! - ae Abe As war em 
ra #7’ 
1 I 12 ae RR N: ich 94155 a 


ee ee Er: u 


Be 05i4 x 
F RB „ER ec sch Mehr + iin, 
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7 Do PageE Pa ;- 2 rn | A Me— Mer + Z Ei? 
- die Form he 
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Zn Ben a | ar 
| 3 a A 2 [rd ende 
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- so daß die n Ableitungen 
Bean 
A 
NEO HE- rä 
D 2 Z j (6 D,, + Nr der WI, Mol) dl 
} 


[I 
a 
+ 
25 
- F 
ie) 


lauten. ec 2 Identitäten 


Be 


- , n n 
2 € j n=B Dys N=»# dy5 Fr md Wir Mm: Boss a NEE (21) 
> folgt schließlich j 
? - n , 
? A v ar ‚ e € =; r ’ 
a z- (+ D,,— mr Wi.,)df = | (Der d,,— Mer ölus) dt 
er Die Bedingungsgleichungen (18) des Rırzschen Verfahrens in der Schalentheorie ergeben 
sich somit endgültig zu 
Br. f (er D Mm N Zr | (m, + Po mal.) 


A Sri + [awöna- Jreö.o- [080-0 2 Wen (22). 


"Für die Randstücke C mit vorgegebenen Linienbelastungen normal zu Schale ist die Ersatzquer- 


rat 0-0, 
4 fra  fesu = f(e-%) 54 —(TÖ)@) +(TA)ı) ZB CER, 


. einzuführen. 
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Sind längs des gesamten Randes C nur statische Randbedingungen vorgegeben (2. Rand- 
wertaufgabe), dann entfallen die Bedingungen für die Ansatzfunktionen 9*, , und die Funktionen 


Ve, W sind null. 
7. Das Verfahren von Treiitz 


Die Bedingungsgleichungen des Trerrzzschen Verfahrens in der Theorie elastischer Schalen 
erhält man durch Anwendung der Rırzschen Methode auf eine Schale mit nur statischen Rand- 
bedingungen. Verwendet man als Funktion op, a des Ansatzes 

n Bu, n nt, I% 

v_2c9, wexe® ...: co 
v=1 vl 


Partikularlösungen der homogenen Schalengrundgleichungen, so sind die den Verschiebungs- 
g id n v „.v 
zuständen 9*, @ und V®, W entsprechenden Flächenbelastungen 7°, 7°, u* und 


v v v v 
Kun. n®, b=en,ymP, T=—e,n,00P, gen, 
N N PL} N N y n n v n n . . . (25) 
Rezyew. BeNch, -yct, =yYeg 
v=1 v=1 v=1 r=1 


also eine Gleichgewichtsgruppe. Die n Gleichungen für die Konstanten 
ol 
oc 


werden unter Benutzung der Formänderungsarbeit (4,) 


0: A 


en 1 En n 1 N n ji n n 1 nn 
=,0RV.a— ,6BmWLd+,dTeWl.at+, O0Wd ..(%) 
C C [6} 


aufgestellt. Man erhält 


N 


ae 3: or 1 ’ r 
3% — spe V„+ Res.) a RAU nW|,+ Bn® öl.) ds 
C 6) 
| v N n v 1 . n n y 
+ 9 gli eW,+Te SL.) ds +, W+ 06) ds . un see 
Ü Ü 
Wendet man auf (27,) das Berrische Theorem (8) an, so vereinfacht sich das Ergebnis zu 
oA » a n v n vr n „un 
er = & (® V,ds -® bn*W|,ds +die W|.ds +hiwas ee 
Ü ! fi 
oder ä ; 
oA ar 2 = n a n Ri n 
ar dK px ds & Bn*o|,ds + & Te wl|,ds + & DW. IR a 
[0] Ö (6) r6) 


Die Bedingungsgleic n des T: 'erf 
edingungsgleichungen des Trerrrzschen Verfahrens für die elastischen Schalen lauten also 


DK: — Re) IR ds — la B) n“ o|, ds + $lr == ) es o|, ds 
C 


C 


[6] 
+ OR - 0) w ds — (pp. + pP? ® — ms o)d=0; »=1,2 n (28) 
i I ee e:4r 


1 
h 


e e Jemıschte € a J 3 N rnro . . 
2 “ hte R indbedingungen so vorgegeben, daß längs gewisser Randstücke 


BEN und Verdrehungswerte verschwinden, so müssen bei Anwendung von (28) 
ie Partikularlösungen @* und ® in diesen Randpunkten die geometrischen Randbedingungen 


erfüllen. Dann fallen in den R i - £ Be 
es en Randintegralen die unbekannten Stützkräfte und Einspannmomente 


eh A 2 2 1.0 a5 u 
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Die Gleichungen (28) zur Berechnung der Konstanten c;v»—=1,2,...,n sollen noch etwas 


- umgeformt werden. 


Mit dem Berrischen Theorem 


— DR 9,4 +PBmöl,ds—P Te öl Boa | on, 
q Ü [63 © 


" 
= — die Vaas + bbm wi, bie wi.a— di was 
6] [6) [6 Ö 


werden in (28) die Randkräfte und Randmomente K*, B, T, Q und die Flächenbelastungen p°, 
p?, m* eliminiert. Man erhält bei Beachtung von (27,) und (27,) 


02 Ki v,) ds & bn« Kaben w|,) ds + & Les (wi, w|,) ds 
[6 [ Ä 


+dilw-wa=0; Val 20 RU ENDEN EEE (29). 


16} 


Die in c linearen Gleichungen (29) enthalten die vorgegebenen Randverschiebungen und Rand- 
verdrehungen V*, W, n® W|, und e* W|, der Schale, z.B. infolge einer Partikularlösung der in- 
homogenen Grundgleichungen (1). Liegt eine 1. Randwertaufgabe vor, so können die Formeln (28) 
sofort angewendet werden. Bei einem gemischten Randwertproblem mit teilweise unbelasteten 
Randstücken wählt man die Partikularlösungen @* und ® so aus, daß sie die statischen Rand- 
bedingungen erfüllen. Dann verschwinden in den Randintegralen von (29) die unbekannten 
Randverschiebungen und Randverdrehungen. 


Beim TREFrFTzschen Verfahren ist selbstverständlich die Benutzung orthogonaler Funktionen 
zweckmäßig. Läßt man die Zahl der zur Approximation verwendeten Partikularlösungen über alle 
Grenzen wachsen, so konvergiert die Näherungslösung der Schale gleichmäßig gegen die wahre 
Lösung. Damit wird der Übergang zur Lösung von Randwertproblemen der Schalentheorie durch 
Entwicklung nach Partikularlösungen hergestellt. 


8. Die Galerkinschen Gleichungen 


Die n linearen Gleichungen (22) des Rırzschen Verfahrens folgen mit (21) zu 


Al 


v N v y nn, Bi v 
Mari, na a [iritra—man a 
F 


— K* o,ds + | Bmöl,as — | Teöld— | 060-0; anne 
7 7 7% 


[6 Ü C 


Führt man die Identitäten 
n v N ri n N) n % 
Ds dyp = (Ir 2) B Tr p' Doz ale bap w 


— m ae wa; elle + (0: a) 


ein, dann ergibt sich bei Anwendung des Gaussschen Integralsatzes zunächst 


und 


n v N.» nv 
«+ bb; N? o+p!w— m w|, 


n n n y 
DArrg.cs —dMeölın, ds +D®0Q* wn,ds 
C C 19) 


n 


= 6 Dr + p® o— m* ol.) df -- | (p* dx + p? @— m* o|,) df 
F E 


— [x 9.44 [Bwöla— | Teöla— |006=0; u rs 
° © © 


T 


Ü 
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und nach Einführung der Randwerte (3) 
N N v n v N y 
Big, dB |, ds +6 Te ölsds+ PO5ds 
a Ü & ce 


— Ix;, ds + [ums | Teöl.d— [oa 
( 6 © ö 


(6) [6 


an eo. ar + | (8 m) ar — [ie —m) öl.ar bh; Fell 
F F F 


Da die Funktion vs und W die geometrischen Randbedingungen erfüllen, die Funktionen 9° 
und & samt ihren Ableitungen in diesen Randpunkten also verschwinden, sind von den ersten 
Integralen in (30) nur die Integrale über die Randstücke C, längs der Kräfte bzw. Momente vor- 
gegeben sind, von Null verschieden. 


Deshalb erhält man 


[62 


erg (5 2)wölas+ (7-7) eöl.ds+ [(O—0)64 
; ö ° 


q 
+ [E-m)6.0 + | (P— m) oar— [| (m—m)ölaf=0; »=-1,2%,...,n GN). 
i 


F F 


Die auf diese Weise umgeformten n linearen Gleichungen (31) des Rırzschen Verfahrens bezeichnet l 
man als die GALERKInschen Gleichungen. Man kann diese auch direkt aus (17) herleiten, wenn für j 


die Formänderungsarbeit A die Formulierung (26) benutzt wird. 


9. Sonderfälle 
Die linearen Gleichungssysteme (22), (31) des Rırzschen Verfahrens und (28), (29) des 
Trerrzzschen Verfahrens gelten auch für elastische Platten, Scheiben und Membranen. 
Für Platten erhält man wegen V® = 0, N»? — Q und p* = 0 die Formeln 


en [mo Wurd— (pP? @ — m» o|,) df 
F h 


F 


+ zw öl [Tesla [o0a=0; = 1... DE 


[6} 12) 5) 


k-o)öa 


- | (B == B) n* ol, ds + N (7 = rn) e @|, ds + 


1) 5) c 
„ii (m = p?) ds — [fir ms) M) Ueli vul2on Se (33) 
PN r 
und 
* & (B B) n“ o|, ds + dr — N) e* ©|x ds + & (0 — 0) & ds 
© (6) e 
= (pP? & — ms o|,) d=0; v= a (34) 
Ü . . . . . . . . . . ’ 
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=, ir Gleichungssysteme für elastische Scheiben lauten wegen W = 0, M*? = 0 EN 
und-m2== ' 


[mr D.sa— [9.07 | Rr0,0 0; DIT, a a LTE ET) 
F F © 
e-)o0 + [(®—n)a0=0; a er) 
c = 
und 
de) |m9a=0; ER HERREN) 
@ E 
de (lv, v)a=0; EL ER) 


Ü 


Im Falle elastischer Membranen ergeben sich aus (22), (31) und (28), (29) mit M°P = 0, Q* = 
und m* = 0 die linearen Gleichungen 


y Zr v 1 v 
ir da (ei + #0) [Ras =0; vl 2. rn Sara), 
F F ö 


u 


\e-)904+ | (e—n)aa+ | m)öa=0; Feine 
c F rF 
und 


dee) | (mit mo)a=0; RER ER EEE 


C 


. 
del. v)a=0; en 
ı © 


Die in den Ziffern 5, 6 und 7 gemachten Voraussetzungen für die Funktionen 9, und @ der An- 
sätze (16) und (24) gelten für Platten, Scheiben und Membranen ebenfalls. 


Anschrift: Prof. Dr.-Ing. D. RÜDIGEr, Freiberg/Sa., Straße der Einheit 12 
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Ein Iterationsverfahren für ein inverses Eigenwertproblem 
endlicher Matrizen 


Von JoACHIM UHLIG 


Problemstellung und Vorbetrachtungen 


Bei der Berechnung schwingender Systeme entsteht oft das Problem, zu einer gegebenen 
n-reihigen, reellen, quadratischen Matrix A eine n-reihige Diagonalmatrix D so zu bestimmen, 
daß das Produkt AD vorgegebene reelle Eigenwerte 1, ..., 4n hat. Das ist eine interessante 
Umkehrung des klassischen Eigenwertproblemes. Es ergeben sich im allgemeinen n! nicht 
notwendig reelle Lösungen. Kriterien für die Existenz reeller Lösungen sind nicht bekannt. 
Das Problem läßt sich leicht in ein nichtlineares Gleichungssystem überführen, das jedoch für 
die numerische Rechnung außerordentlich unzugänglich ist. Fürn <3 ergibt sich aus diesem 
Gleichungssystem eine algebraische Gleichung vom Grade n!, aus deren Wurzeln sich die Ele- 
mente von D leicht bestimmen lassen. Für n >3 versagt dieses Vorgehen jedoch. Ein von 
Downine und HoUVsEHOLDER!) angegebenes Iterationsverfahren gestattet bei symmetrischer 
Ausgangsmatrix A nach einer geringfügigen Änderung die Ermittlung derjenigen Lösungen D, 
die nur positive Diagonalelemente enthalten. Der dazu nötige Rechenaufwand ist jedoch sehr 
groß. 


1) A.C. Downing and A. S. HousSEHOLDER, Some Inverse Characteristic Value Problems. Journal of 
the Association for Computing Machinery 3 (1956), S. 203—207. 
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Im folgenden soll nun ein Iterationsverfahren geschildert werden, das einen wesentlich 
geringeren Aufwand an Rechnungen erfordert. Obwohl die Konvergenzuntersuchungen noch 
nicht in allen Einzelheiten abgeschlossen sind, soll hiermit dem Wunsch zahlreicher Interessenten 
stattgegeben werden, das Verfahren, das sich in der Praxis verschiedentlich gut bewährte, be- 


reits jetzt zu veröffentlichen. 


Ein Iterationsverfahren 


Es sei X eine beliebige, reelle Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 2,,.. . ‚ Zn- 
Es sind dann die Lösungen X =D der n Gleichungen 


dt (AX—uD)=0 N Ber En, 
gesucht. Setzen wir zunächst = WM, u, == ==], und bestimmen wir d® aus 
der ersten der Gleichungen (1). Dann setzen wir =, =1,=:::=2%,=1 und be- 
stimmen d® aus der 2. Gleichung. So fahren wir fort, bis uy = =-mı=-1m, = Pl 


wobei wir d® aus der letzten der Gleichungen (1) bestimmen. Es wird also zur Berechnung 
von d{ die i-te der Gleichungen (1), d.h. der geforderte Eigenwert w;, herangezogen. Es gilt 
demnach 


Aı Hi (4 red > 0 div A1,i+1 ++» Aın. 
Agı Ag — Mi...» Adi-ı Qi div A2,i+1 --- Adn 
a : 5 mr Bar) Eee RE E FRE Sa 
Qi die M;,i-ı di” — HH Ui Ain 
Anı An2 ... Ani-ı (ni dm An,it+1l » ++ Ann — Mil 


= dD det (A— m I) + m (dP — 1) det (A — u Du. 


Dabei sei (A — u; I);; diejenige (n — 1)-reihige quadratische Matrix, die aus A— m I 
durch Streichen der i-ten Zeile und der i-ten Spalte entsteht. det (A — ; J);; ist dann der 
zum Element a, — u; gehörige Minor von A— ; I. Wir können nun d{ leicht berechnen 
und erhalten 


wdet A—wmDi 


m— TEE y 
oder det (A — Wi D+ 77 det (A — Di u - ( ) 
1 A 

a) — nu 
j, _ dtd—mD) (> 1,.:,,0) 7 Ve ZgE 
Mi det (A— Di: 
Aus den so gefundenen Werten di, ,.., d® wird nun eine neue Diagonalmatrix 


(1), 
DW — ey a“ 0 
0 ai 


gebildet. Damit bestimmen wir eine neue Matrix AD — A D®, Mit A® können wir nun genau- 
n verfahren wie eben mit A. Aus (8) erhalten wir dann Werte d®, indem wir A® anstelle von 
A setzen. Aus diesen d‘” bilden wir D® und damit A — AU DW, Dieses Vorgehen läßt sich 


de+D is 1 fie | RR | 5 
det (AP — m) ?=01,23.5 a: 
di det (AN — u Dii ur 
de+D 0 
De — | ! = 
€ eh) Gel, HI (5), 
4P+D) — Ab De+D (v or ) (6) 


eine unendliche Folge von Matrizen A 


a ne har Diagon Falls diese Folge konvergiert, gilt offensichtlich 


almatrix war. Um daraus D zu berechnen, ist es nicht 


etwa notwendig, A! lim AD =D Ar 1 
ee s Ge zu berechnen, denn es gilt jad; = — lim af?, wobei d; die 
Diagonalelemente von D sind. Demnach erhält man d ee Ä 


’ Indem man ein beliebiges Element 


der i-ten Spalte von lim A® durch das entsprechende Element von A dividiert 


v—>00 


alle... = 

auch 
8 . ; v_ WR er “ ige - “* 
mutation der Werte ,..., 4 ist die durch die Formeln (4), (5) und (6) erhaltene Folge 
on Matrizen A®) nicht invariant. Wenn Map ++, Un, eine beliebige Permutation P; der Werte 


++, /m ist, so erhalten wir anstelle von (4), (5) und (6) die Formeln 


gi i a 
- de+V — Es 
ik det (AP — us; 1) “ x or 37) 0 STEVE RORE id 
re Val VEIT TOR 
Ma; det (AP — us, Di: 
: de+D., 0 (er Men) 
3 De+D — & ee) Mn a BEE (8), 
j E sts Ay“ 
Ab+l = Am De+V he rn) (9) 
Na NE N 


Gegenüber (4), (5) und (6) ist also der Index k hinzugekommen, der besagt, daß die Werte 

Bis» » &n Nicht in dieser Reihenfolge verwendet werden, sondern in der durch die Permutation 

P; herbeigeführten Reihenfolge. Nachdem die Permutation vor Beginn der Rechnung durch- 

geführt worden ist, wird unter Beibehaltung der sich dadurch ergebenden Reihenfolge (also bei 

festgehaltenem k) die Folge AP, AP,... errechnet. Indem man alle möglichen Permutationen 
berücksichtigt, erhält man n! Folgen AD (k=1,...,nl;v=1,2,....). 

Über diese Folgen läßt sich im Zusammenhang mit der gestellten Aufgabe folgendes aus- 
sagen. Besitzt das Problem (1) m < n! voneinander verschiedene reelle Lösungen, so sind m; <m 
von den insgesamt n! Folgen AN (k=1,,..,n!) konvergent. Es existieren also m, Grenz- 
werte im AN—=A,;, (k=k,ky...,Kkm). Setzen wir A;A= AD; so sind die D; nach Kon- 
struktion Diagonalmatrizen und erfüllen die Gleichungen (1). Wir haben also in den m, Matrizen 
Di» Di». . - , Dr,,, die gesuchten reellen Lösungen des Problemes erhalten. 

Das angegebene Verfahren ähnelt in gewisser Weise dem GAuss-SEIDELSchen Gesamt- 
‚schrittverfahren. Es läßt sich auch ohne weiteres ein dem Einzelschrittverfahren entsprechendes 
Vorgehen angeben. Wie bei GAuss-SEIDEL ist die Konvergenz, falls überhaupt vorhanden, im 
Falle genügend stark überwiegender Diagonalelemente in jeder Spalte von A besonders gut. 


Die Permutationen P;, spielen auch bei dem eingangs erwähnten Verfahren von DowNnInG 
und HoVSEHOLDER eine Rolle. Jedoch ist die Zuordnung dort nicht so leicht zu übersehen, was 
unter Umständen zu Schwierigkeiten bei der Durchführung des Verfahrens führen kann. 


Anschrift: Dr. JoAcHIm Unric, Dresden A 36, Scheidemantelstr. 11 
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Vereinfachung der Synthese von gewissen Reihen- 
parallelschaltungen durch Aufspalten in Teilprobleme*) 
Von HAns ROHLEDER 


- Bekanntlich kann jeder Reihenparallelschaltung aus Kontakten (Definition siehe 12], [12] 
. oder [13]) eineindeutig eine verneinungstechnische Normalform des klassischen zweiwertigen Aus- 
sagenkalküls der mathematischen Logik zugeordnet werden.!) Zwei Reihenparallelschaltungen 
sind genau dann elektrisch gleichwertig und in jedem Zusammenhang durcheinander ersetzbar, 
wenn die zugeordneten Ausdrücke wertverlaufsgleich (semantisch äquivalent) sind. 


*) Über die Ergebnisse dieser Arbeit wurde auf der Jahrestagung der GAMM 1959 in’ Hannover 
berichtet. i Br 

1) Verneinungstechnische Normalformen. sind spezielle Ausdrücke des Aussagenkalküls. Definition: 
1. Jede Aussagenvariable und#jede negierte Aussagenvariable ist eine verneinungstechnische Normalform. 
2. Mit H, und H,'sind auch (H, V H,) und (H, X H,) verneinungstechnische Normalformen. 3. Ein Ausdruck 
ist nur dann eine verneinungstechnische Normalform, wenn er auf Grund von 1. und 2. erhalten werden kann. 

Unter einem Ausdruck sollim folgenden immer eine Zeichenreihe verstanden werden, in der die Zeichen > 
und — nicht vorkommen. (Konstante dürfen eventuell aufgenommen werden.) 
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Bei der Synthese (Aufsuchen einer Schaltung mit vı 
Reihenparallelschaltung spielen die Begriffe der optimale 
drucks eine wesentliche Rolle. Um dieselben definieren zu 
Schaltung bzw. eines Ausdrucks eingeführt. Die Länge ‚einer he. | 
zahl der Kontakte, die in der Schaltung vorhanden sind. (Dabei sin s 
vom gleichen Schaltelement gesteuert werden, getrennt zu zählen) Ri anahrtel 

Die Länge &(H) eines Ausdrucks H ist die Anzahl der Plätze desselben, auf denen Auss 
variablen stehen. (Auch hier sind gleiche Aussagenvariablen, die mehrfach vorkommen, 
zu zählen, wie sie in H enthalten sind.) Beispiel: = (a v b) [(a v b)dv (a v e) (b- € ik 
die Länge &H) = 9. Offenbar ist die Länge einer Reihenparallelschaltung gleich der Läng 
zugeordneten Ausdrucks. “ 

Eine Reihenparallelschaltung heißt optimal, wenn es keine elektrisch gleichwertige Reihen- 
parallelschaltung gibt, deren Länge kleiner ist als die Länge der vorgegebenen Schaltung. Ein er 
Ausdruck H heißt optimal, wenn für jeden wertverlaufsgleichen Ausdruck H’ (für jeden Ausdruck a 
H' mit H — H’) gilt: UA) = UH’). En 

"Da es zu jedem Ausdruck (der > und — nicht enthält) eine gleichlange wertverlaufsgleiche 
verneinungstechnische Normalform gibt?), kann man sich bei allen Betrachtungen ohne Ei 
schränkung der Allgemeinheit auch auf die Menge der verneigungstechnischen Normalformen be- 
schränken, und es gilt: Eine Reihenparallelschaltung ist genau dann optimal, wenn der zugeord- 
nete Ausdruck optimal ist. Die für die Synthese wichtige Aufgabe, zu einer Reihenparallelschal- 
tung eine elektrisch gleichwertige optimale Schaltung zu ermitteln, kann also vollständig zurück- 
geführt werden auf das Problem, zu einer gegebenen verneinungstechnischen Normalform H 
eine wertverlaufsgleiche optimale verneinungstechnische Normalform aufzusuchen. Dieses Prob- 
blem wird im folgenden als Syntheseaufgabe für den Ausdruck H bezeichnet. 


Dieselbe könnte noch etwas verschärft werden, indem verlangt wird, daß alle mit H wert- 
verlaufsgleichen optimalen Ausdrücke ermittelt werden sollen. Ein Verfahren, mit dessen Hilfe 
die letzte Aufgabe für jeden vorgegebenen Ausdruck gelöst werden kann, wird in einer späteren 
Arbeit beschrieben. Der Arbeitsaufwand, der zur Durchführung desselben erforderlich ist, kann 
jedoch wesentlich reduziert werden, falls es gelingt, den gegebenen Ausdruck in Teilausdrücke mit 
disjunkten Variablen aufzuspalten. Grundlegend hierfür ist der folgende weiter unten bewiesene 


Satz: Sind die Ausdrücke H, (4, dy...,@,) und H; (b,, ba, - . . b7) optimal, gibt es eine 
Belegung f der Aussagenvariablen @, Ay ..., Ans Dis Das.» +» b,, mit Wahrheitswerten, so daß 
Wert (H, v Hy f) = 0 ist, und enthält H, keine Aussagenvariable, die in H, vorkommt, sowie H, 
keine Variable, die in H, vorkommt, so ist auch H, (4, 4 . . -,4n) V Hy (b1, ba, . . . , dm) optimal. 


Ist ein Ausdruck H gegeben und gelingt es, denselben in der Form H „; H, vH, aufzu- 


spalten, wobei die Ausdrücke H, und H, keine gemeinsamen Aussagenvariablen enthalten sollen, 
so kann also die Syntheseaufgabe für H auf die entsprechenden Probleme für H, und H, zurück- 
geführt werden. Dadurch ist eine bedeutende Vereinfachung erreicht. Enthält nämlich z.B. H die 
Aussagenvariablen a, b, ce sowie x, y, z, der Ausdruck H, dagegen nur a, b, c und der Ausdruck H, 
nur x, y, 2, so liegt bei H eine Syntheseaufgabe mit sechs Variablen vor, während nach der Auf- 
spaltung zwei Syntheseaufgaben mit jeweils drei Variablen zu lösen sind®). Nach [16] bzw. [15] 
gibt es jedoch nur 22 wesentlich verschiedene Ausdrücke mit drei Variablen, und es ist deshalb 
verhältnismäßig einfach, diese zu übersehen und die benötigten zwei optimalen Ausdrücke aufzu- 
finden. Dagegen gibt es über 4 - 1014 (vgl. [15]) wesentlich verschiedene Ausdrücke mit sechs Aus- 
sagenvariablen, und es kann deshalb außerordentlich mühsam sein, hier eine Lösung der Synthese- 
aufgabe zu erhalten. Ein entsprechender Satz mit entsprechenden Folgen gilt für die Konjunktion 
zweier Ausdrücke mit disjunkten Variablen. 


d 


N 


Im folgenden wird neben dem Beweis des obigen Satzes und des entsprechenden Satzes für . 
die Konjunktion eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür angegeben, daß ein gegebener 
Ausdruck H alternativ oder konjunktiv in Teilausdrücke H, und H, mit disjunkten Variablen 
aufgespaltet werden kann. Zu den Ausdrücken H, und H, können in jedem Fall, bei dem eine Auf- 
spaltung möglich ist, äquivalente Ausdrücke effektiv ermittelt werden. Für gewisse Ausdrücke 
die noch näher charakterisiert werden, ist dadurch ein Verfahren zum Aufsuchen eines ee 
laufsgleichen optimalen Ausdrucks gegeben. 


2) Dieselbe ‚entsteht, indem man zunächst alle eventuell auftretenden Konstanten eliminiert, dann das 
Zeichen > mit Hilfe Nor, (H,V H,) w Hı H, sowie H, H, y 41 V H,immer weiter nach innen treibt und daran 
anschließend so oft wie möglich = — H ,, H anwendet. (Erste Schritte beim Aufstellen von Normalformen.) 

®) Man vgl. auch das später angegebene Beispiel (S. 129). 


ah a a ld ai a 


5 u Dig 


Bi Zu zeigen ist, daß für jeden Ausdruck G mit H,vH,- Ggilt: &H,vH,) = 6). Es een 


a = 


ne - h we 7 ® 
ae Ya ee 


E 


Beweis?) des angegebenen Satzes: 


/ die nach Voraussetzungen existierende Belegung, für die Wert(H, v A, f) = O ist, sowieö): 


G, =py Du, DO we Omj em)’ 
6, = ya Opa Wal Okay) 


Fi 


Durch beiderseitiges simultanes Einsetzen in die Beziehung H, v H,G folgt, weil auch 


 Wert(H,, f) = Wert(H,, f) = 0 sein muß: H, yGundd, 6, DaH, und A, als optimale Aus- 


drücke vorausgesetzt waren, ist X(H,) S L(G,) und &H,) < %G,). G enthält also an mindestens 
&(H,) Plätzen irgendwelche der Aussagenvariablen @,, 43,..., a, und an mindestens &(H,) Plätzen. 


3 die Variablen b,, b,, ..., dy. Also ist L(G) > UH,) + UH,) = UH, vH,) w.z.b. w. 


Satz: Sind die Ausdrücke H, (a, @, ..., a,) und H, (b,, b,, ..., d„) optimal, gibt es eine 


Belegung / der Aussagenvariablen gs Ag 2.5 Ans Dis Dgs - - - 5 dm mit Wahrheitswerten, so daß 
Wert(H, H,, D al ist, und enthält H, keine Aussagenvariable, die in H, vorkommt, sowie H, 
keine Variable, die in 7, vorkommt, so ist auch H, (a, dy ..., 4) Hz (b, da : . . , 7) optimal. 


 Derselbe kann auf den vorhergehenden Satz zurückgeführt werden mittels des Hilfssatzes: 
Ein Ausdruck H ist genau dann optimal, wenn H optimalist. Der Hilfssatz ist trivial, da für jeden 
Ausdruck H gilt: &(H) = &H). 

Als nächstes wird die Frage untersucht, unter welchen Umständen für einen gegebenen 
Ausdruck H eine Darstellung in der Form H —; H, v H,, wobei H, und H, disjunkte Variablen 
haben, möglich ist. Weil H— H, H, gilt genau dann, wenn 4 -; H, v H, ist, kann auch hier die 
entsprechende duale Fragestellung auf den vorliegenden Fall zurückgeführt werden und wird 
deshalb nicht besonders behandelt. Bevor der einschlägige Satz formuliert werden kann, sind 
jedoch noch einige Begriffe erforderlich: 

Aus den Aussagenvariablen a, Ad, ..., 4 können 2” Elementarkonjunktionen 
P; (a, Q, ..., ,) mit O <i < 2*—1 gebildet werden. Der Ausdruck P; (a, 4» ..., q„) ist 
eine n-gliedrige Konjunktion. Als r-tes Konjunktionsglied ist a, bzw. a, einzusetzen, je nach- 
dem, ob die r-te Ziffer von i, wenn i als Dualzahl geschrieben wird, 1 oder O ist. Ein (A-stelliger) 
Fundamentalausdruck der Aussagenvariablen q, 4 ..., d„ ist eine mit einer (A Aussagen- 
variablen umfassenden) Teilmenge der Menge {a,, a, ..., a„} gebildete Elementarkonjunktion. 
(Aus den Variablen a, b, c können z.B. die Fundamentalausdrücke P;(a), P;(b), P;(c) Mt Osi<sI, 
P,(a, b), P;(a, c), P;(b, c) mit 0 sis3 und P;(a, b, c) mit 0 <i< 7 gebildet werden.) 

Ein Primimplikand®) R eines Ausdrucks H(a,, q3, . . . , ,), in dem höchstens die Aussagen- 
variablen q,, 4, ..., a, vorkommen mögen, ist ein Ausdruck mit folgenden drei Eigenschaften: 

1) Rist ein Fundamentalausdruck der Aussagenvariablen q, Q,, ..., An. 

2) Es ist R>°Hz Qi’). 

3) Es gibt keinen Fundamentalausdruck R’, der in R echt enthalten ist, und für den gilt: 
R ee FH u72 Q:: 

Es wird gesagt, R’ ist in R enthalten, wenn jedes Konjunktionsglied von R’ auch Kon- 
junktionsglied von Rist. R’ ist echt in R enthalten, falls R' von R verschieden ist und R’ ist in 
R enthalten. (Dann ist X(R’) < UR)). ar. rR 3 

Beispiel: äcd ist Primimplikand von H=b(av cd) v b(e vad), denn acd ist Funda- 


mentalausdruck aus.a;-b, c,.d; es ist äcd — Hz Q,, und auch die dritte Bedingung ist erfüllt. 


In ücd sind nämlich die Fundamentalausdrücke a, c, d, ac, ad, sowie cd und nur diese echt ent- 
halten, und man bestätigt leicht, daß RP — H nicht mit Q, wertverlaufsgleich ist, falls R’ ein 
beliebiger dieser aufgeführten Fundamentalausdrücke ist?). 


4) Derselbe wurde mir von Herrn H. KArHENGST mitgeteilt. 

5) Die Wahrheitswerte wahr und falsch werden hier mit 1 bzw. 0 bezeichnet. Die Schrägstriche / deuten 
an, daß die Ausdrücke Yo)? Ya > Ar) simultan für die Variablen b, b,,,... , dm einzusetzen sind. 
Der Ausdruck Q, ist ein Ausdruck, der bei jeder Belegung den Wert 0 erhält und Q, soll bei jeder Belegung den 
Wert 1 haben (vgl. [13]). 

6) Dieser Begriff findet sich bei QuInE [10] und [11]. 

?) Die Implikation H, — H, ist als Abkürzung für H, V H, aufzufassen. Br Re . 

8) Es genügt diese Tatsache für @c, ad und cd zu zeigen, denn ist R’’ enthalten in R',sogilt R > R’ 59, 
und ist außerdem R’— H 5 Q,, S0 folgt erst recht > Hy; or: 
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Verfahren zum Aufsuchen aller Primim 
densten Autoren angegeben worden (man ‚ver ” 
[16], [17]; ]18]). Dieselben werden hier als bekannt vora 
"Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein 
werden kann in der Form H „, Hı v H,, wobei H, und A, disjunkte A 
erhält man verhältnismäßig einfach aus folgendem | BE: 
Satz: Ist Hl Ay +5 Gm Dir Das uns D)ay Ha (Ay Ay...» Q,) v Hz (bu 
H nicht wertverlaufsgleich mit Q,, und ist keine Aussagenvariable, die in H, vorkommt in 
halten sowie keine Aussagenvariable von H, in H,, so ist ein Fundamentalausdruck Raus ( 7 
2 Ans Dis Dis - : - » Dm genau dann Primimplikand von H, wenn R Primimplikand von A, o en 
on A, ist. | BET}; 
b Beweis: Als erstes wird gezeigt: Ist R Primimplikand von H,, so ist R Primimplikand von 
H: Zunächst ist trivialerweise R Fundamentalausdruck der Variablen 4, @ . . - » Ans bi» De 
b,„, denn R ist sogar Fundamentalausdruck aus q,, dy . . . , d„, wenn R Primimplikand von H, ist. . 
Ferner folgt aus R+ H, 7 Q, auch R>H, vH, Qı also wegen Hy H,vH, auch 
R> Hz Q. Es bleibt noch zu zeigen: Ist R’ echt enthalten in R, so ist R’— H nicht mit Q, | 
\ wertverlaufsgleich. Er 
Nach Voraussetzung gibt es eine Belegung f, so daß Wert(H, f) = 0 ist (denn sonst wäre 
Hz Q). Setzt man nun ee 


H2 —py Hd Qu, PalQyo, * *" Pml Quo.) ’ h 
so erhält man ganz entsprechend wie beim Beweis des Satzes von S.126 au H; H,VH, durch 
beiderseitiges Einsetzen: H}/ 7 H,. Die Behauptung, R—H ist nicht mit Q, wertverlaufs- 
gleich, wird nun indirekt bestätigt: Angenommen es wäre R—H- Q, so wäre, weil R als 
Primimplikand von H, und damit R’ die Aussagenvariablen b,, Da, . . - , Dim nicht enthält, auch 
R'— H; 7 Qı und deshalb (wegen HH, Hr) R>H, 5 9 d.h. R wäre im Widerspruch zur 
Voraussetzung nicht Primimplikand von H,. 

Entsprechend zeigt man, daß jeder Primimplikand von A, auch Primimplikand von H ist. 
Zum Beweis der noch offenen Richtung des Satzes wird vorausgesetzt, daß R Primimplikand von 
H ist, und es werden zwei Fälle unterschieden. \ 

FallI: Esist R> Hy Qı. Hier gilt für jedes R’, welches echtin R enthaltenist: R— H, 
ist nicht mit Q, wertverlaufsgleich, denn aus R’> H, „, Q, würde R> H,v H, 7 Q und 
damit R— Hz Qı folgen, und deshalb wäre R kein Primimplikand von H. Kann noch gezeigt 


werden, daß R Fundamentalausdruck der Variablen b,, By, . . . , dm ist, so wäre R Primimplikand 
von H,, und der Satz wäre in diesem Fall bestätigt. Die Behauptung R ist Fundamentalausdruck 
aus Di, Das - » » , dm wird indirekt nachgewiesen. Angenommen es wäre a; in R und /’ eine Belegung 
für die Wert(R, f') = 1 ist (Für jeden Fundamentalausdruck gibt es mindestens eine derartige 


Belegung.), so wäre der mit R4/ Orca) wertverlaufsgleiche Fundamentalausdruck R’ aus 
As Agp 2229 Ans Dip dir». +» dm echt in R enthalten (a; ist nicht mehr in R’)®) und aus ROH, Q, 
würde durch beiderseitiges Einsetzen von Qy(a,) für a; auch R’ > H, Q, folgen, was nach dem 
oben Gesagten unmöglich ist. 

Fall II: Es gibt eine Belegung f* mit Wert(R — H, /*) = 0. Es ist dann also 


Wert(R, ff) =1 und Wert(H,, f*) = 0. Durch entsprechendes Einsetzen in die Beziehung 
R>H ”F Q, erhält man deshalb R** — H#* 7 Q,, falls gesetzt wird: 


F 


| 
| 
| 


H$* =p; Hdı[Qyen, Dal Qpemn En Om|Qpeca ) 
sowie: 
AZ RdulQyep, Del Qpay = On Oprcan) i | 


Wegen Hz; H, vH, und Wert(H,, [*) = 0 gilt auch hier entsprechend wie früher H#* — H.. 
Deshalb folgt: R** > H, 5; Qı. Weil Wert{R, f*) = 1 ist, ist R** nicht mit Q, wertverlaufs- 
gleich, und es gibt deshalb einen Fundamentalausdruck R* der Aussagenvariablen @, @y, ... , @ 
mit R* —, R** und R* ist nach Konstruktion in R enthalten. Wegen R— H, — on und damit 
auch R*— H,Qı (folgt entsprechend wie beim Fall I) muß nun sogar R* a gelten, denn 


De, echt in R enthalten, so wäre Rim Widerspruch zur Voraussetzung kein Primimplikand 
von H. 


2) BF Qya) ist mit Q, wertverlaufsgleich. 


a a en ui ala la 


u 


FR 


% . BEN i j NR B 7 ke . 
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| ‚Durch den soeben bewiesenen Satz ist die Frage, ob ein gegebener Ausdruck H alternativ 
in Teilausdrücke H, und H, mit disjunkten Variablen aufgespaltet werden kann, vollständig ge- 


löst. Ist nämlich H (a, ag . . . , Ay, di da, . . . , dm) gegeben und soll festgestellt werden, ob es Aus- 
drücke H, (@, Q,...,a,) und A, (b,, b,,..., D,) mit H w Hı vH, gibt, so werden zunächst mit 


Hilfe eines der oben zitierten Verfahren alle Primimplikanden R; von H aufgesucht). 
Ist eine Aufspaltung möglich, so enthält jeder Ausdruck R; nur einige der Aussagenvariablen 


4» Ay» ..., A, oder nur einige der Variablen b,, by, ..., d7, denn jeder Primimplikand von H ist 


Primimplikand von H, oder Primimplikand von H,, und die Primimplikanden von H, (bzw. H,) 
sind Fundamentalausdrücke der Variablen a, a, ..., a, (bzw. bj, by ..., D„) und enthalten 
deshalb keine weiteren Aussagenvariablen. Die Alternative aus allen Primimplikanden von H, 
welche nur die Aussagenvariablen «a, a, ..., a, enthalten, ist dann eine alternative Normal- 
form des Ausdrucks H, und eine alternative Normalform von H, kann entsprechend erhalten 
werden. 


' Außerdem kann aus der Menge der Primimplikanden von H auch abgelesen werden, welche 
Aussagenvariablen zu der einen Gruppe (die in H, vorkommen) gehören und welche in der anderen 
Gruppe (die zu H, gehört) vorkommen. Das wird am besten am Beispiel klargemacht: Es sei: 
H = abexy v abexy v abexy v abcexz v abcexz v abexz v abzyz v abxzyz v abzyz. Jedes Alter- 
nativglied von H ist ein Fundamentalausdruck der Aussagenvariablen a, b, c, x, y, z. Man über- 
zeugt sich leicht (vergl. [11]), daß jeder derartige Fundamentalausdruck Primimplikand von H ist 
und daß umgekehrt auch jeder Primimplikand von H als Alternativglied in H vorkommt. 

Der Ausdruck H ist nicht alternativ zerlegbar, denn wegen des Primimplikanden abexy 
müßten zunächst alle Aussagenvariablen a, b, c, x, y in einem der beiden Teilausdrücke vor- 
kommen, und weil abcxz neben den Variablen a, b, c, x (also neben Variablen dieses Ausdrucks) 
auch die Aussagenvariable z enthält, müßten in diesem Teilausdruck alle Aussagenvariablen von 
H auftreten. 

Der Ausdruck H dagegen hat die Primimplikanden: ab, ax, bx, cy, cz, yz, abx. Wegen ab 
gehören hier die Aussagenvariablen a und b zu einer Gruppe und wegen ax muß auch x in dieser 
Gruppe sein. Die Aussagenvariablen c, y, z dagegen bilden eine getrennte zweite Gruppe, und es 


ist deshalb H = H,vH, wobei H, my ab vaxzvbxvabı und er wyvczvyz gesetzt 
werden kann. Man erhält also (wegen 7 „; H, H,): H — (abxz v abx v abx) (cy v czvyz) und 
der Ausdruck H ist konjunktiv in Teilausdrücke mit disjunkten Aussagenvariablen aufspaltbar. 


Die Ausdrücke H, und H, können nicht weiter zerlegt werden. Die Syntheseaufgabe für 
den sechs Aussagenvariablen enthaltenden Ausdruck H(a, b, c, x, y, z) ist damit auf zwei Auf- 
gaben mit jeweils drei Variablen (a, b, x bzw. c, y, z) zurückgeführt. 


Das soeben geschilderte Verfahren führt iusbesondere immer dann zum Ziel, wenn es zu dem 
gegebenen Ausdruck H, der keine überflüssigen Aussagenvariablen !!) enthalten möge, einen 
wertverlaufsgleichen Ausdruck H’ gibt, so daß die Länge von H’ gleich der Anzahl der in H vor- 
kommenden Aussagenvariablen ist. (In diesem Fall kommt also jede Variable von H in H’ genau 
an einer Stelle vor und H’ ist deshalb, weil andererseits auf keine dieser Variablen ganz verzichtet 
werden kann, optimal.)12) 

Unter den angegebenen Bedingungen kann nämlich ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
vorausgesetzt werden, daß H’ eine verneinungstechnische Normalform ist, denn zu jedem Aus- 
druck gibt es nach Seite 126 eine solche, welche die gleiche Länge hat. Es ist dann entweder 
H'’=H,vH, oder H’ = H, H,.") (Der Fall, daß H’ nur eine Aussagenvariable enthält, ist 
trivial und braucht deshalb nicht betrachtet zu werden.) 


Die Ausdrücke H, und H, müssen nun disjunkte Variablen enthalten, denn wäre eine Variable 
sowohl in A, als auch in H,, so käme dieselbe in H’ mindestens an zwei Stellen vor. Da nach Vor- 
aussetzung H 7 H’ (also: H „; Hı Vv H, bzw. H-; H,H,) gilt, ist H entweder alternativ oder 
konjunktiv zerlegbar. 

Weil auch die Ausdrücke H, und H, wieder jede Aussagenvariable genau an einer Stelle 
enthalten müssen, sind auch diese wieder zerlegbar usw. Das Verfahren kann fortgesetzt werden, 
bis der Ausdruck H’ (also ein zu H gehöriger optimaler Ausdruck) effektiv ermittelt ist. 


10) Es genügt Primimplikanden R; so zu ermitteln, daß gilt: H 75V R;. Die rechts nicht benötigten 
Glieder spielen keine Rolle und müssen nicht bekannt sein. ke n 

11) Die Variable a; heißt eine überflüssige Variable von H, wenn es einen Ausdruck H’ mit HH 
gibt, und a; kommt in H’’ nicht vor. a;ist genau dann überflüssige Variable von H, wenn gilt: H%/Q, w Hl Q:: 

12) Ein Verfahren, welches unter dieser Bedingung zum Ziel führt, findet man auch bei AnpAm [1]. 


13) Man vergl. die induktive Definition deı verneinungstechnischen Normalformen k 
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ispiel: - 7 _ buvüzväry. Jedes Alternativglied von H ist Primimplikand und 
jeder a daten Son we als Alternativglied in H vor. Als Variablengruppen erhält man 
(wegen by und äxy) a, b, x, y sowie (wegen cz) c,z. Es ist also =H,v 3, wobei H, 5 by Y axcy 
und H, zz cz gesetzt werden kann. H,ist optimal, da H, die Länge zwei hat und von zwei Aus- 
sagenvariablen abhängt. 

Weiter zu untersuchen ist H,. Dieser Ausdruck kann nicht alternativ aufgespaltet werden. 
Betrachtet wird deshalb H, 73 vabvb&. Es ist H, 75 H,vH, mit H,y und H, ;y abv ba. 
Hier ist H, weiter zu untersuchen. Es gilt H, 7b ax, und der rechts stehende Ausdruck ist 
optimal, da er die Länge drei hat und drei Aussagenvariablen enthält. Man erhält also: 
H,zyb(av®), H, zyvb(ava) bzw. Hy y(b vax) und damit Hy y(b vax) vez. Der ent- 
standene Ausdruck ist optimal, da jede Aussagenvariable genau an einer Stelle vorkommt. 
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Iterative Lösung einer Matrizengleichung 


Von Horst Bıary 


‚1.Ein von BÜCKNER [1] für Integralgleichungen angegebenes Iterationsverfahren läßt sich 
zur ıterativen Lösung der Matrizengleichung 
AX=.B 


bei geeigneter Vorgabe der Matrizen A und B verwende 
quadratischen, n-reihigen Matrizen mit de 
zeichne die zu Ace N, adjungierte Matrix. 


(1) 
ven n. Wir betrachten die Menge N, aller 
f Einheitsmatrix E und der Nullmatrix ®. A* be- 
NR, wird normiert durch die Definition 
wobei A, der größte Eigenwert der Matrix A A* ist. 
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Es gilt der folgende Satz: 


Sei AeN,, nicht singulär und hermitesch (A = A*), dann ko ort die Matt: 
(X,), die durch die Vorschrift ( ) nvergiert die Matrizenfolge 


X, =X,1ı+(-1I1r(B—-AX,,), VA 2 3 a N 
mit 
0<r<y2jlallt, Bet ib. a (3) 


gegeben ist, bei beliebiger Ausgangsmatrix X,eR, im Sinne der Norm gegen die Lösung X der 
Gleichung (1). 


Beweis: Die Zusammenfassung zweier Iterationsschritte von (2) ergibt 
X,=X, sa + A(B—-AX,), ehe Herueig: 
Z,=Z,-2a — U A2Z,_2 


oder 


mitZ, = X,— X. Da A? hermitesch ist und nur positive Eigenwerte A, besitzt, gibt es eine unitäre 
Matrix U, so daß 
VE er ra) 
2 2 0 Dear s 
UAU1=-D=]|. h mutter en menh 


TE PT 
gilt. Aus (4) folgt daher 
Ze EAN ZN 


mit Z,— UZ,. Wegen ||A|| = YA, und (3) erhält man nun 
1>1—- ?4u 2-.--21—-7?),>—]1 oder Ne eDlieget: 


Aus der Relation 
IzIs |E—-#D|| ||Z-2|| = 7 lZ%-2ll 


folgt die Konvergenz der Folge (Z,) gegen ®, also die Konvergenz der Folge (X,) gegen X. 


2. Im Falle B=E dient das Verfahren (2) zur Bestimmung der Reziproken A-1. Ziehen 
wir zum Vergleich ein von ScHurz [2] angegebenes Verfahren heran, so finden wir, daß dieses 
zwar besser konvergiert als (2) und nicht auf hermitesche Matrizen beschränkt ist, andererseits 
aber die Nachteile hat, daß jeder Iterationsschritt zwei Matrizenmultiplikationen erfordert und 
eine schon verhältnismäßig gute Anfangsnäherung X, mit ||A X,— E|| < 1 bekannt sein muß. 
Die Nachprüfung dieser Bedingung verlangt erhebliche Zusatzarbeit. 


Ist AeN, zusätzlich zu den im Satz geforderten Eigenschaften noch positiv definit, so 
kann in (2) der Faktor (— 1)’-! wegbleiben und (3) durch 


0<r<2jlal” 
ersetzt werden. Für beliebige nicht singuläre Matrizen Ae %, kann das Verfahren 
X,=X,-ı trA(B-AR,-ı) vl, >, are 


mit 
A 


1722 ne 


Verwendung finden. 
3. Zahlenbeispiel!) 
1,20 8,10 — 4,20 
Gegeben A = Bine 09, 23,001, 2 gesucht As 
= 4,20. 53,90 7,20 


Die Abschätzung der Norm von A durch die Wurzel aus der Quadratsumme der Koeffizien- 
ten ergab ||A|| < 16, also nach (3) für den Parameter 7 die Bedingung 0 << 0,1. Da die an- 
gegebene Abschätzung sehr grob ist, wurde aus Bequemlichkeitsgründen (2) mit B=E und 


1) Die numerische Rechnung verdanke ich dem Rechenbüro des Instituts für Maschinelle Bechentechnik 


der Technischen Hochschule Dresden. 
9*+ 
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t — 0,1 verwendet. Bei einer Rechnung mit 6 Dezimalstellen kam das Verfahren, ausgehend 


von X, = De R,, bei 
> 0,009 994 0,097 950 — 0,047 031 


X = 0,097 590 0,011 758 0,050 558 
0,047 031  0,050558 0,084 068 


zum Stehen. X,, stimmt mit der Reziproken 


1 17 166 — 80 

A1= ——| 166 20 86 
170 

L —80 8 143 


überein, falls deren Koeffizienten auf 6 Dezimalstellen genau angegeben werden. 


Literatur 
[1] H. Bückner, Ein unbeschränkt anwendbares Iterationsverfahren für Fredholmsche Integralgleichungen. 
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Lösung algebraischer Gleichungen nach der Methode 
des stärksten Abstiegs 


Von KarL-Heinz BACHMANN 


1. Prinzip 


N I@) = uw, y) + iv(x, y) =0 sei eine zu lösende Gleichung, z= x + iy eine komplexe 
Veränderliche. Es ist seit langem bekannt, daß die Methode des stärksten Abstiegs, auf die 


reelle Funktion zweier Veränderlicher A(x, y) = ff angewandt, zur Lösung dieser Gleichung 
führt!). Vorausgesetzt sei ein analytisches f. Das Verfahren besteht darin, an einer Näherung 
2=%+iy, eine ‚Korrektur Az = — u (hz(& Yo) + Uhyl&o Yo)) anzubringen, wobei u eine 
positive Zahl ist. Hier gilt auf Grund der Caucay-Rırmannschen Differentialgleichungen 


til = 2 +0) +2 un tom) =2/7=2]rRh ET ; | 


Die vom Newrosxschen Verfahren verlangte Korrektur — ER ergibt sich demnach für av = 1/2 |]? 
f # 0 vorausgesetzt. j 


2. Konvergenz 


Im folgenden sei f(z) ein Polynom: 


n—1 
DE ee ee 

e : : v=() 
&G@=1,2,...,n — 1) seien die Nullstellen von /‘(z), d. h. die Stellen, in denen das Verfahren 


> ge nun 20 B ’ 


beschränkt. Entwicklung um z, liefert mit z— 2, = —A fulfo 
)=hth@—-)+RA$=(i—Nh+Rd) .......,0): 
Für das Restglied R;(z) gilt die Abschätzung | 
1 1 2 
IRQ) < 5 M, 2 — 2 = I m,jaj (ol 
P =” a| | MAR ginn ae ee (4). 


1) Vgl. z.B. H. WEBER, Lehrbuch der Algebr 
- » a, Bd. 1, Braunschweig 18 
ern Beweis des Fundamentalsatzes ER Algebra) en Ds _ ee Me 
ns on the EDSAC. Proc. Cambr. philos. Soc. 48, 255—270 (1952) a 


j 
) 
$ 
\ 

} 
4 
ij 
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Hierbei ist M, eine obere Schranke für |f’(z)| auf der Verbindungsgeraden von z und 2, Für 
en beschränken wir uns auf reelle Werte von A, so daß die folgende Abschätzung 
esteht: 


1 2 
DOES E22 7 9 203 7 0) 
- ” 2 
Die Funktion F(}) hat ein Minimum bei 
Ä 02 
)* = Min [1, ro ae N RE 6 
| (" um) “ 
mit 
1 M;|fo| 1 # n 
ray _|a ne 52 oo za 
fol 1 fol? fü fe < eV Mi 
_ — ür > 
> Mn I 
Es existiert also auf dem Strahl stärksten Abstiegs durch z, eine Stelle z, an der |f(z)| < q |fo| 
gilt (1>g> 1/2), wenn nur 
Mesa der Er ER et BT: 


In G kann also ein g< 1 bestimmt werden, so daß das Verfahren bei jedem Schritt eine 
Verkleinerung des absoluten Funktionswertes auf mindestens das q-fache liefert. Gleichzeitig 
erkennt man, daß die Anwendung des Nzwroxschen Verfahrens (A = 1) im allgemeinen min- 
destens eine Verkleinerung des absoluten Funktionswertes auf die Hälfte bringt (falls k?=M;l|/ol)- 
‚Wegen (6) wählt man stets} < 1, so daß aus der Konvergenz der Funktionswerte gegen 0 die Kon- 
vergenz der zugehörigen Argumentwerte gegen eine Nullstelle folgt. Die Funktionswerte kon- 
vergieren gegen 0, wenn eine durch das Verfahren gelieferte Folge von Näherungswerten ganz 
in G liegt. Andernfalls hat sie mindestens einen der Sattelpunkte £, als Häufungspunkt. Dann 
kann jedoch eine neue Folge konstruiert werden, die von einem Näherungswert z, ausgeht, für 
den |f(z,)| < |/(&;)| gilt. Diese kann dann £, nicht mehr als Häufungspunkt haben. Wird also 
das Verfahren so abgeändert, daß in der Nähe eines Sattelpunktes ein derartiges z, gefunden 
wird, konvergiert es stets gegen eine Nullstelle von f. Ziel dieser Mitteilung ist die Beschreibung 
eines derartigen Zusatzes zum Verfahren, der auch für Rechenautomaten geeignet ist. Bemerkt 
sei noch, daß in der Umgebung mehrfacher Nullstellen das Abstiegsverfahren ohnehin konvergiert. 


3. Abänderung in Umgebung eines Sattelpunktes 
Liegt eine Näherung z, genügend nahe an einem Sattelpunkt z,, so kann entweder auf dem 
Strahl stärksten Abstiegs oder auf einem der beiden dazu senkrechten Strahlen durch z, eine 
Stelle gefunden werden, an der ein absolut kleinerer Funktionswert als im Sattelpunkt ange- 
nommen wird. Hat nämlich f’(z) in z, eine Nullstelle 
(p — 1)-ter Ordnung, so verhält sich f(z) in der Um- 
gebung von z, angenähert wie 


I9p(2) =a + b(z— z,)P (pn =22)7 27.9): 
Die Niveaulinien von |g,(z)| haben in der Nähe von 
z, den im Bild für beispielsweise p = 3 skizzierten Ver- 
lauf. Es gehen in einer genügend kleinen Umgebung 
von z, nur von genau p Punkten einer Niveaulinie aus Isl<le| 232 
Fallinien durch den Sattelpunkt. Alle anderen Fall- 
linien treten in einem der p von z, ausgehenden Sek- 
toren ein, in denen |g,(2)] < |a| gilt. Geht die Fallinie 
jedoch durch z,, so dringt ein dazu senkrechter Strahl 
durch z, in einen der erwähnten Sektoren ein. Aus Stetig- 
keitsgründen hat f(z) ebenfalls diese Eigenschaft von 
9p(2)- 
{ Wegen (6) wird man in der Umgebung eines 
Sattelpunktes für den Korrekturfaktor A zunächst Niveaulinien von |9(@)] 
7, = |? /|f.| || verwenden. Auf einem zur Richtung s 
des stärksten Abstiegs senkrechten Strahl wird man jedoch zweckmäßig A = + 2i4, wählen. 
Wir betrachten hierzu g(@)=1-+77, auf das sich g,(z) durch Ähnlichkeitstransformation 
zurückführen läßt. Für reelle positive z, geht der Strahl stärksten Abstiegs durch den Sattel- 
punkt z,=0. Esist dann wegen f v1 
p 


a a a ea 
Aı a A (10) 
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und 


N ee 2 EiTE 


Die Niveaulinie |g| = 1 geht mehrfach durch den Sattelpunkt z = 0 und trennt die Gebiete 
lg] > 1 und |g| < 1. Der der reellen Achse benachbarte Zweig dieser Niveaulinie bildet in z = 0 


3 " 
mit ihr den Winkel 27, der nächste den Winkel = . Da nun fürp> 2 

7 2 3n 
ine Ze Ve 
er (12) 

gilt und die Näherung : 
AL BER ni 18 13 
2=z,-+2ih en ee ee I A 


etwa das Argument arc tg 5 z hat, liegt sie im angegebenen Winkelraum. Erhält man mit 


3 1 1 
A, bzw. A keinen Funktionswert, der absolut kleiner ist als |/,|, wird man A, durch 5 ), ersetzen 


und mit dieser Halbierung nötigenfalls so lange fortfahren, bis ein absolut kleinerer Funktions- 
wert erreicht wird. 


Die beschriebene Abänderung ist höchstens in der Nähe eines Sattelpunktes notwendig, 
und zwar dann, wenn eine Verkleinerung des absoluten Funktionswertes auf mindestens das 
q-fache (bei vorgegebenem q < 1) mit dem Verfahren des stärksten Abstiegs nicht gelingt. Um 
dieses qg zweckmäßig wählen zu können, soll für ein quadratisches Näherungspolynom k(z) für 
/(z) untersucht werden, wann auf dem zum Strahl stärksten Abstieges senkrechten Strahl ein 
absolut kleinerer Funktionswert gefunden werden kann als auf diesem selbst. Der Einfachheit 


halber werde nur der Fall betrachtet, daß der Strahl stärksten Abstieges durch den Sattelpunkt 
geht. Sei also 


Ko=h+he- +5 h@-=-hl-1+,M)=-hKü) ...(M) 


das zu untersuchende Polynom (00 = h Kir). Es werde |a,| < 2. vorausgesetzt, da für 


1 
jao] Z 5 das Newronsche -Verfahren mit q = = verwendet werden kann (|g”| = M, ist hier 


konstant). Die Lage des Sattelpunktes ist gegeben durch A, = 1/2 a,, so daß der Strahl stärksten 
Abstieges (A positiv reell) nur für reelles und positives a, durch den Sattelpunkt geht. Je größer 
ag ist, umso näher liegt z, am Sattelpunkt und es soll festgestellt werden, wie groß a, mindestens 
sein muß, damit es ein rein imaginäres A gibt, für das |K(A)| < |K(@,)| gilt. MitA=ix wird 

Ki? = Ho) =1+ ll —20)a rt Ba rise 
H(o) hat für = +«* Minima, wobei 


a er a 1 H(«* 1) 
a, 05 une (N) =1—I1— 3a ee ATEE 
Kent: 
Da Kö) =1— za, ist, folgt aus H(a*) < K(A,)? die Bedingung 
1 4A, +5 >00. Rn (17), 
die wegen a, > 7 gleichbedeutend ist mit 
2m 
> mann A 
oder 
lo 2 „ 
un 5 fo fol . . . . . . . . . . . . . . (19). 


Solange also 


Io 


Es existiert dann ein positives A, für das 


® > 0,4 |f, /o| gilt, ist es nicht zweckmäßig, das Verfahren abzuändern. 


| | 
ik (a —/ 5 = 0,8 |/,| ist. Falls das Abstiegsverfahren 
‘ 0 


keine Verkleinerung des absoluten Funktionswertes unter d 


5 as 0,8-fache liefert, i 
empfehlen, es durch die beschriebene Abänderung zu er ache, lietert, JE depiNaEHEZE 


gänzen. 


K.-H. Bacumann, Lösung algebraischer Gleichungen nach der Methode des stärksten Abstiegs -135 


4. Automatische Durehführung 


1. 210 = 2 — fo/fo und fo = (zo) bilden. 

2. Prüfung, ob |fo® < 0,64 |/,]?. 

3. Wenn ja, z, für z, substituieren und bei 1. wieder beginnen, falls nicht If? & & (e vor- 

geschriebene Schranke), dann Schluß. 

4. Wenn nein, A, = |/o[?/|fo| |/o| bilden. 

9. Zu = 20 — A, fo/fo und fi = (zu) bilden. 

6. Prüfung, ob |f1]? < 0,64 |/,]2. 

4... Wenn ja, wie 3. mit z,. 

8. Wenn nein, Prüfung ob [fu]? < |fo]. 

9. Wenn ja, 2» = 2, — 2i}, fulf und fia = (zu) bilden. 
10. Prüfung, ob |fjo]? < |/u]?. 
11. Wenn ja, wie 3. mit 2. 
12. Wenn nein, wie 3. mit z,.. 


13. Wenn Prüfung in 8. negativ, - A, für A, substituieren und wie 5. 


Statt A, wie in 4. zu berechnen, kann man auch einfach = 2 setzen. Es kann auch, 


um das Radizieren zu sparen, |/,| = Yu + v2 durch |u,| + |v,| ersetzt werden. Entsprechendes 
gilt für |/,|, A, wird dadurch höchstens verkleinert. Falls |/;| so klein ist, daß die Bildung von 
fo/fo nicht mehr möglich ist, wird man z, abändern. Sind die z, reell und hat /(z) reelle Koeffi- 
zienten, rechnet man natürlich mit den |f,| an Stelle von |f,]2. 

Das Verfahren kann in gleicher Weise auf analytische Funktionen angewendet werden. 
Sie müssen nur die Eigenschaft haben, daß Nullstellen und Anfangsnäherung z, im Inneren 
eines Kreises liegen, auf dem überall |f(z)| > |f(z,)| ist. 


5. Zahlenbeispiel 
I@) = +0,92 +2—0,32+3. 


Ausgangsnäherung sei z, = 0. Sie liegt in der Nähe der Sattelpunkte von f(z), die z = 0,125 
und z = — 0,4 + 0,663 i sind. In ihnen ist |f| = 2,980 und |f| = 3,002, so daß die Betrags- 
fläche dort sehr flach verläuft. Der Rechnungsgang nach der in 4. angegebenen Methode liefert 
folgende Resultate: 


z — 0) o=3 h = 093 
zu = 10 10 = 11000 
‘2 4, = 0,015 
zu = 0,15 fu = 3,981 
Ze = 0,3i fi = 3,918 — 0,114 i 
ER fi = — 0,543 + 0,492 i 
250 = 3,0559 + 2,8584 i, fe 550,3,42109:3% 
K = 1,04 + 1,62i }, = 0,096 
25 = 0,2934 + 0,5456i, fr = 2,4375 + 0,0163 i 
23 = — 0,4912 + 0,8867i, fo = 3,0766 — 0,2375 i 
2 = 2 ß = — 1,2315 + 1,8696 i 
230 = 0,8862 + 1,4588 i, Ä fo = — 34935 + 4,4963 i 
% = 1,045 + 6,788i, }, = 0,299 
25, = 0,47065 + 0,81866 i, fs = 1,45600 + 0,17048 i 
%, = Zy f = — 3,93754 + 3,69970 i 
240 = 0,64544 + 1,02618 i, fi = — 0,77291 — 0,48768 i 
z, = Zu fa = — 7,80815 + 6,43651 i 
250 = 0,61716 + 0,94041i, fs. = — 0,04462 — 0,07162 i 
2, = Zu fs = — 6,03442 + 5,98647 i 
260 = 061937 + 0,93073 i, fso = 0,00043 — 0,00080 i 


Anschrift: Dr. KarL-Heınz Bachmann, Dresden N 23, Wilder-Mann-Str, 42b 
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Zur praktischen Bestimmung nichtlinear auftretender Eigenwerte 
Anwendung des Verfahrens auf eine Stabilitätsuntersuchung 
(Kipperscheinung) 

Von P. H. Mürzer und H. Kummer 


$1. Einführung 


Bei der Behandlung einiger technischer Aufgaben gelangt man auf Integralgleichungen 
der Form \ 


b b b 
Ho) = [KDD EL+ISKEHKIU+ + 0 D, 


z.B. durch die Transformation mittels der Greexschen Funktion gewisser Randwertaufgaben, 
die zunächst in Form von Differentialgleichungen mit Randbedingungen gegeben ai s. etwa 
[3], S. 416%). Die Funktionen K,(x, &) sind dabei nicht notwendig hermitesche Kerne. ) 

Man nennt in naheliegender Weise jede (komplexe) Zahl}, die mit einer Funktion 9) 
verschieden von der Nullfunktion die obige Gleichung erfüllt, Eigenwert und g(x) die zugehörige 
Eigenfunktion. 

Häufig sind nur die Eigenwerte der Gleichung von Interesse, bei Stabilitätsuntersuchungen 
in den meisten Fällen der dem absoluten Betrage nach kleinste. 

Die vorliegende Arbeit enthält eine für die Praxis günstige Methode zur Bestimmung der 


Eigenwerte obiger Gleichung. Es handelt sich dabei um die Verallgemeinerung des bekannten 


und bewährten ‚‚Abschnittsverfahrens‘“ der linearen (klassischen) Eigenwertaufgabe: K,(z, &) = 0, 
k=1; vgl. z.B. [10], S. 394ff. und [5], S. 35—41. Mit Hilfe eines vollständigen Orthonormal- 
systems geht man zunächst von den Kernen K,(z, &) zu (i.a. unendlichen) Kernmatrizen K, 
über und bildet damit die analoge Matrizen-Aufgabe 


9=K,Pp +4K,p+:-: +4 Kıp, 


deren Spektrum mit dem von (TI) identisch ist. 


Es sei Kl® diejenige n-reihige Matrix, deren Elemente mit den entsprechenden der ersten 
n Zeilen und Spalten von K, übereinstimmen. Betrachtet man nunmehr die „‚Abschnittsglei- 
chungen“ 


y=KMy+aKMy+ + #Klly n=12..., 


so bestimmen sich deren Eigenwerte aus algebraischen Gleichungen kn-ten Grades und können 
als Näherungen zu den Eigenwerten von (I) angesehen werden. 


Es wird im folgenden unter Angabe genauer Voraussetzungen gezeigt, daß diese Näherungs- 
werte für wachsendes n gegen die gesuchten Eigenwerte konvergieren und daß auch umgekehrt 
jeder Eigenwert von (I) Häufungspunkt dieser Näherungswerte ist. $3 enthält hierfür den Be- 
weis, ist aber für das Verständnis des übrigen mehr die praktische Handhabung des Verfahrens 
betreffenden Teiles nicht erforderlich. 


Von wesentlichem Inhalt ist $4. Hier zeigen wir die Verwendung des Abschnittsverfahrens 
für eine Stabilitätsuntersuchung, und zwar bei der Berechnung der Kipplast eines einseitig 
eingespannten Trägers. Dieses erstmals von PRANDTL in seiner Dissertation [8] (1899) behandelte 
Problem wird in einschlägigen Lehrbüchern heute noch mit dem damaligen mathematischen 
Vorgehen — das nur begrenzt brauchbar ist — dargestellt. Durch die in letzter Zeit gewonnenen 
Kenntnisse über Gleichungen vom Typ (I), vgl. z. B. [6], gewinnt das Abschnittsverfahren für 
derartige Eigenwertbestimmungen größere Bedeutung. Ein Zahlenbeispiel mit relativ geringem 


Rechenaufwand wird auf Grund der guten Näherungen die Schnelligkeit der Konvergenz ver- 
anschaulichen. 


Die Angabe von Fehlerabschätzungen hierzu ist ein noch offenes Problem; selbst für den 


linearen Fall (k=1) liegen z. Zt. Ergebnisse nur bei selbstadjungierten Aufgaben vor; vgl. 
hierzu [12]. 


!) Diein [] stehenden Zahlen beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am Ende der Arbeit. 


7 Der Index» ist hierbei und im folgenden nicht für die häufig angewendete Kennzeichnung der 
„iterierten‘' Kerne zu verstehen. 


Be 


—— 
N RE a 
EN N 


% 


36 Du EeTZe 18 d FEneerelch fer ae Fordereng‘ 
eßbar und quadratisch ts Zorderung, 


L i 


Die Integraltransformationen vi A vn 
a ER Eee Wi u 
4 y4 iR &) ya) de (v UL k) 2 fi 


liefern somit lineare vollstetige Abbildungen des L? (= Raum aller quadratisch integrablen 
Funktionen x(«)) in sich, s. [13], S. 319. " 
Da jeder separable HıLzertraum dem speziellen Hıtzerrraum |? aller Zahlenfolgen mit 
konvergenter absoluter Quadratsumme isometrisch-isomorph?) ist, können wir von den Integral- { 
transformationen zu den äquivalenten Matrizenformen übergehen (vgl. hierzu [11], S. 16, S. 26£f) 
und die weiteren Betrachtungen in !?2 durchführen. Wir legen ein beliebiges vollständiges Ortho- X 
normalsystem {y} (i=1,2,...)in L2 zugrunde und bilden die Koeffizienten®) ‚+ 


MElkup)  be=0Ll:...,h, . Geb...) | r 
v; = (y, 9) (ea Be, 


Den Kernen K,(x, £) sind damit die Matrizen A, = (a), dem Element p e L? der Vektor 
b = (v,D,...)el? zugeordnet, und es gelten die Isometrie-Relationen (vgl. [13], S. 245) 


bb ©. 
IK, = IT IK, HP dx ds = 2 = 1A? @=01...,M, 


b (6) 
el de 2 al llelR. 
; a i= 
| Den obigen Integralabbildungen entsprechen nun die Matrizentransformationen 
” 
3 


A u D; (Ü3$1,2,.%3), EMI 
j-1 
diese sind also ebenso von endlicher Doppelnorm und folglich vollstetige Abbildungen von 
; in sich. Zu (I) ist damit die äquivalente Gleichung 
> DA DA AD U AL DE: nn ee (M) 
gewonnen. Für ein festes u ist (M) genau dann nicht-trivial in I? lösbar, wenn (I) mit A = u 
nicht-trivial lösbar in L? ist; also haben (I) und (M) dieselben Eigenwerte. 
Unser Ziel ist die Ermittlung von Näherungen zu den Eigenwerten von (M). 
2 Dazu ersetzen wir (M) durch Näherungsgleichungen (M,). Wir definieren zu den A, 
| =0,1,...,k) die Näherungsmatrizen Al" als n-reihige Matrizen, deren Elemente mit den 
entsprechenden der ersten n Reihen von A, übereinstimmen; Al ist also der n-te (linke obere) 
Abschnitt von A,. 
Damit bilden wir die Abschnittsgleichungen 
r=Amnrg Hz Ang +... +nkAmyg (ENTE, WR (M,)- 
- Hiervon lassen sich die Eigenwerte (durch Nullsetzen der zugehörigen n-reihigen Koeffizienten- 
- determinante) aus algebraischen Gleichungen kn-ten Grades bestimmen. Im folgenden $ 3 wird 
(falls u = 0 kein Eigenwert von (M) ist) gezeigt, daß für genügend großes n die Eigenwerte von 
(M,„) diejenigen von (M) beliebig genau approximieren. 

Es ist klar, daß die Schnelligkeit der Konvergenz weitgehend von dem speziell gewählten 
Orthonormalsystem {y;} abhängt. Man überlegt sich leicht: falls y, mit der zum Eigenwert A, 
gehörenden Eigenfunktion übereinstimmt, dann ist dieser Eigenwert bereits in der Abschnitts- 

| gleichung für n = 1 (exakt) enthalten. Also wird man versuchen, die Funktionen y; den interes- 
sierenden Eigenfunktionen möglichst gut anzupassen, z. B. durch Übereinstimmung von Rand- 
bedingungen; vgl. hierzu $4; s. auch [5], [2], S. 101. 


3) isomorph = linear homöomorph. p 7 
4) Wir verwenden die üblichen Bezeichnungen für das Skalarprodukt (f, g) = | f(&) g(&) d& und die 
a 


Norm ||| = YAM = Vs ER de. 
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$ 3. Beweis des Häufungsstellensatzes 
en wichtigen Häufungsstellensatz: 


nd damit auch von (I)) ist mit der 
gleichungen (M,) 


In diesem Paragraphen beweisen wir folgend 


Die Menge der Eigenwerte von (M) (u i 
Menge der ne der Eigenwerte der Näherungs 


identisch. =E 
Dabei sei vorausgesetzt, daß u = 0 kein Eigenwert von (M) ist. Dann existiert also die 


inverse Abbildung (I — A,)},5); diese ist beschränkt (s. [13], S. 164) und besitzt als lineare 
Transformation in (? die Gestalt einer Matrix (s. [1] S. 52). 

Die Abbildungen 
B;=(I—A,)"4; Gl... b)ı »- a 
sind wieder von endlicher Doppelnorm (s. [13] S. 242), also auch vollstetig (s. [1] S. 62). 

Durch linksseitige Multiplikation von (M) mit (I — A,)* erhalten wir nach (1) die zu (M) 
äquivalente Gleichung 

IT—uB—-#B—: -—w#*B)b=0 ee ae 

Nach neueren Untersuchungen über nichtlineare Spektralprobleme läßt sich diese Aufgabe 

bzgl. u folgendermaßen linearisieren; vgl. [6]. Betrachtet man im Produktraum 


R=lxtlx:..- x?’ 
a 


k mal 
mit den Elementen f={f,...,f*}, fe (0={0,...,0} Nullelement) die Abbildung 
oO ij 
oO O7 ZE 
| (k Zeilen) 
(0) I 


BA BEsB ee 


— nicht bezeichnete Stellen sind mit © (der Nullabbildung in [?) auszufüllen —, dann ist das 
Spektrum von 


 uB) Bi 0 ve... 2 


— 3 bedeutet offenbar die identische Abbildung in % — mit dem von (2) identisch. 
Die Norm in R definieren wir durch 


in = NA HP 22 SS ee 


(8 ist dann direkte Summe der P). 

Wegen der Vollstetigkeit der B,(i=1,...,k) (s. 0.) kann daraus weiter gefolgert werden 
(s. [6]): 

Das Spektrum von (3) und damit auch (2) besteht nur aus Eigenwerten, die sich im End- 
lichen nicht häufen. 

Durch die erreichte Linearisierung ist mit weiteren hier erfüllten Voraussetzungen (® ist 
beschränkt und hat total-unzusammenhängendes Spektrum) an einen bekannten Satz der 
Störungs- und Spektraltheorie (vgl. [7], IV) Anschluß gewonnen: Konvergiert die Operatoren- 
folge (Br) gleichmäßig gegen ® (s. [1], S. 64), dann ist die Zahl « genau dann Eigenwert von B, 
wenn sie Häufungspunkt der Eigenwerte der 9, ist. 

y Wir definieren uns nun eine Folge von Näherungen 9, dadurch, daß in der Matrix 
für ® die Abbildungen B, ((=1,...,k) durch die n-reihigen Näherungsmatrizen®) 


DBN= (I nn. Anh Aln (i = 1... ; k) 


ersetzt-werden. 


Das System der Eigenwerte der mit ®, anstelle von ® gebildeten Gleichung (3) ist nach 
den obigen Bemerkungen — vgl. wieder [6] — identisch mit dem der zum selben n gehörenden 
Gleichung (M,). Sofern wir also die gleichmäßige Konvergenz der Folge (B,) gegen ® zeigen 


können, haben wir in Verbindung mit dem oben zitierten bekannten Satz der Störungstheorie 
unseren Häufungsstellensatz bewiesen, 


°) I bezeichnet die identische Abbildung in 12. 


6) Die Matrizen Bm sind i. a. ni Tele . r ä 1 
abeden Alm ‘sind. a. nicht die n-ten Abschnitte der B;; daher die andersartige Symbolik gegen- 


N 


Dem e 
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Zunächst gilt wegen [13] S. 208 u. S. 242 


IB» — Bil = ||B® — Billl = IT — Ay Am — (1 — A) Am] 
+ — Ay A: — (7 Ay All] < KT — Ay — (7 Ay] |LAPII]| 
+ [I — A] [114:— Aral] ; 


wegen der endlichen Doppelnorm von A,, der Definition von Al"! und unter Beachtung von 
[4] S. 118 gehen beide Glieder der letzten Summe mit n gegen Null. Also konvergieren die B 
gleichmäßig gegen die entsprechenden B,;; mit der abkürzenden Bezeichnung B; — B® = Di» 
(=1,...,k) schreiben wir das erhaltene Ergebnis in der Form 


IDPI| z 0 (Er U RE OR PAEREN @): 
Schließlich gilt 


B-B)f={0...,0,Dmfi+Dp,P+.::+Dm je; 
also folgt auf Grund von (4) 
I — 8 ll = IDP P +: + Do pl] < |[Dp All ++ + |1Dp Pi 


ye.., 


= max DPI IHIE 


Negro 


„k 
d.h. aber |® — ,|| < max ||D||, womit wegen (5) alles gezeigt ist. 
i=1,..., k 


$4. Anwendungsbeispiel: Ermittlung der Kipplast eines Stabes 


In einen einseitig starr eingespannten geraden Stab (Länge /), dessen Hauptträgheits- 
achsen über die gesamte Stablänge ihre Richtungen nicht ändern, sei in Richtung der Achse des 
kleinsten Trägheitsmomentes eine beliebige Belastung g eingetragen, die bei allen Verschiebungen 
des Stabes diese Richtung beibehalten soll. Ist das Trägheitsmoment bezüglich der in der Last- 
ebene liegenden Achse genügend klein gegenüber dem größten Trägheitsmoment und steigert 
man die Last stetig, so wird der Stab vor Erreichen der Biegebruchlast nach der Seite abkippen. 
Für die Technik ist es wichtig, die Größe der Belastung im Moment des Abkippens, die sogenannte 
Kipplast, zu kennen. 

Theorie und Versuche zu diesem Problem behandelt das erste Mal PRANDTL in seiner 
Dissertation [8]; dort findet sich auf den Seiten 13ff. sowie 45ff. die Herleitung der Gleichung 
dieser Kipperscheinung. 


I 
Aufriß Grundriß 


Der Ursprung des Koordinatensystems sei an das freie Ende des verformten Stabes ge- 
legt (Bild 1). Die Verbiegung des Stabes in der Lastebene wird vernachlässigt, so daß sich der 
gesamte Kippvorgang senkrecht zur Lastebene, in der x y-Ebene abspielt. 

Es bezeichnen nun (vgl. [9] S. 207 und S. 218) 

B die Biegesteifigkeit des Stabes bezüglich der Achse in der Lastebene, 

C die Torsionssteifigkeit 

9=o(x) die Verdrehung um die Stablängsachse an der Stelle x, 

M = Mix) den Vektor des Biegemomentes (|| = M), der senkrecht zur Lastebene steht, an 
der Stelle r. 


; ad 1.de = PRENN 
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Dann ergibt sich für diese Kippaufgabe die Differentialgleichung’) 
ee (6) 
mit den Randbedingungen TE EEE 
Pi Be Fe: ” . „_*. . 
Zur Aufstellung einer hierzu äquivalenten Integralgleichung bestimmen wir die zugehörige 
Greensche Funktion aus dem homogenen Randwertproblem 


oe’ =0, ol) = Y/(0) = 0 
zu [vgl. [10] S. 328 ff.) Be ge 
=, 0<E<asi 
und erhalten damit bei konstanten B und C 
1 
(x) 7, | EMAH)HHD)I .... rn... (7). 


0 


Die Funktion M(£) enthält die Belastungsgrößen, die die Eigenwerte er sen; 
liefern. Man denke sich z. B., ausgehend von nicht zu großen Werten, so daß n sta : e ie 
stand zunächst gewährleistet ist, die vorliegenden Belastungen Eugen ne 
Lastanteil, den man solange steigert, bis das Abkippen erfolgt. Dieser a » 
dann die Bedeutung des Eigenwertes für unser Problem. Allgemeiner kann man = mer . 
auch in Abhängigkeit voneinander variieren und die Bedingungen des Abkippens init ae 
geeigneten Parameter, eben den Eigenwert, kennzeichnen. Für derartige An = 
zeigt es sich nun geradezu als charakteristisch (siehe das folgende Beispiel), daß die 5 mie 
der Funktion M(£) von diesem Parameter sehr häufig in Form eines Polynoms 2. Grades gegeben 
ist- 


M(d) = ale) + ua) + u ai) - 
K,&)=-Gwd)ald) P=0,12) 


gelangen wir zu dem von uns in den vorangehenden $$ betrachteten Gleichungstyp (I) (s. Ein- 
führung). 


Für die Kerne und die zugehörigen Kernmatrizen mit den Elementen 


1] 6a, 9 a9) vu) wie) de du 


Mit der Substitution 


gilt (s. [13] S. 244) 
o | 21 
I SI C0H) al) yuld) yıl) dE dr 


ük=1| 


2 


= [ \G(&, & a,(&)]? dx de. 
00 


Die auf der rechten Seite stehenden Doppelintegrale ergeben bei allen technisch interessierenden 
Aufgaben endliche Werte, womit die am Anfang von $2 gestellten Voraussetzungen erfüllt 
werden. Um nun durch das in $2 ausgeführte Abschnittsverfahren zu Näherungseigenwerten 
zu gelangen, die nach den Ergebnissen von $3 bei genügend großem n die exakten Eigenwerte 
beliebig genau approximieren, hatten wir in $3 den 
Wert u=0 als Eigenwert ausgeschlossen. Wie das 
Erfülltsein dieser Bedingung im Spezialfall leicht ge- 
folgert werden kann, wird aus dem jetzt anschließenden 
konkreten Beispiel hervorgehen. 


Zahlenbeispiel 


Wir betrachten jetzt den speziellen Fall, daß eine 
Einzellast P am Ende des Trägers wirkt und auf seine 
gesamte Länge eine Last g gleichmäßig verteilt ist; beide 


Lastanteile sollen in der Schwerachse des Stabes an- 
greifen. 
Dann wird ausgehend vom stabilen Zustand en 


solange gesteigert, bis der Stab abkippt. 


Bild 2 U 


tweder der Betrag von P oder der von g 


?) Eine Differentialgleichung für wesentlich allgemeinere Kipperscheinungen als der hier betrachtete 
Fall findet man z. B. in [9], 8. 1013. 
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Die betrachtete Lastverteilung liefert das Moment 
M(&) = — Pan. 


Damit lautet die obige Randwertaufgabe (6) 


(4 


1 9 
| Pr Bender. Be 
rel +Pga+ ve EDEN 


Hieraus entnimmt PRANDTL — im wesentlichen durch Reihenentwicklungen — seine 
weiteren (insbesondere auch numerischen) Ergebnisse. Es liegt ein Eigenwertproblem vor, bei 
dem für festes g der Parameter P oder für festes P der Parameter g nichtlinear in Form eines 
Polynoms 2. Grades auftritt. 


Die Transformation auf die Integralgleichung (7) ergibt 
I 
Be, wre +PgE+ TE MORE 
kn EZ de 4 
(0) 


Mit Hilfe der Substitution u = g:P (P £ 0).erhalten wir 


I ı 
2 
Do Da LEO ze ra Roger: 
(0) 


= ı za 
eg [RI ud Mn Bi TERN 


‚also eine Integralgleichung vom Typus (I), wobei z. B. bei festem g durch die Eigenwerte u die 
kritischen Kipplasten am Stabende bestimmt werden. 

Für die Transformation in die äquivalente Matrizengleichung (M) wählen wir im Hinblick 
auf die günstige Berechnung der Näherungseigenwerte aus den Gleichungen (M,) ein zweck- 
mäßiges Orthonormalsystem; vgl. die Bemerkungen am Ende von $2. 

Die Funktionen y; sollen aus den Potenzen x&” (m = 0, 1,...) gebildet werden. Wir for- 
dern zunächst, daß die Randbedingungen erfüllt sind und schreiben daher für die erste Funktion 
ee 

Wir überlegen uns die geeignete Wahl des Exponenten m. 

Wir denken uns zur Vereinfachung die gleichmäßig verteilte Last g als nicht vorhanden 
(nehmen also als Belastung nur die Einzellast P am Stabende an) und fragen nach der etwaigen 
Gestalt der ersten Eigenfunktion. Kippt der Stab ab, so ist die Verdrehung an der Stelle x 
proportional dem Moment, das infolge der Drehung um die Längsachse durch P am Stabende 
hervorgerufen wird. Dieses Moment ist wiederum proportional dem dortigen Hebelarm, der 
aber gerade die Ordinate derjenigen Biegelinie des Stabes ist, die sich einstellt, wenn am Stab- 
ende eine Einzellast in seitlicher Richtung wirkt. Wie nun aus der Elastizitätstheorie bekannt, 
ist diese Biegelinie eine Kurve 3. Ordnung; deshalb setzen wir m = 3. 

Für y, wählen wir ein Polynom 4. Ordnung, das zu y, orthogonal ist (und die Randbedin- 
gungen erfüllt). 

y, und y, werden ferner durch geeignete Faktoren normiert: 


EEE u a) Zn) GES), 


Somit finden wir *g ae 
le r “2114. 
»-4]r 2 —PB), w-3 5‘ 
Auf weitere Funktionen kann für unsere numerische Behandlung des Problems bereits verzichtet 
werden. 
Die Elemente der Kernmatrizen nennen wir 


u (1) A , » 
ER, RR a Ei 


4 
6,9 vl) via) dE di; 


“ 


142 P.H.Mürter und H.Kumnek, Zur praktischen Bestimmung nichtlinear auftretender Eigenwerte 


dabei gilt beispielsweise 


18 


I 
fi © I N er 
El Zn me 


x (20 #2 — 21123 +1) de. 


Im einzelnen ergeben sich folgende Zahlenwerte: 
a) — — 6,098485 - 10? 7%; a) = — 0,099926 - 102 1%; 
a) — — 3,395061 - 10; a) — — 0,191958 - 10° B; 
ad — — 0,524038 - 102; aß = — 0,046035 . 107 19; 
a) = — 5,617093 1021; af) = — 0,945941 - 10” 1; 
al) = — 4,387616 1025; af} = — 0,698125 . 10? P; 
al) = —0,837729: 1021; aß} = — 0,136967 - 10% 1. 
Die in den vorangehenden $$ getroffene Voraussetzung, daß u —=0 kein Eigenwert ist, 
läßt sich in (8) sofort bestätigen. Dort würde nämlich u = 0 wegen g = u P(P=0) unmittel- 
bar p(x) = 0 nach sich ziehen. — Also findet die Approximation der Näherungseigenwerte gegen 


die gesuchten tatsächlich statt. 
Aus der zu (M,) gehörenden einreihigen Abschnittsmatrix 


DB*C 
ee Hama Hua) 
ergibt sich durch Nullsetzen der zugehörigen Determinante für die Bestimmung der Eigenwerte 
die algebraische Gleichung 


B-.C 


200 


2 
— 6,098485 — 3,395061 E — 0,524038 = NW 


Unter Beachtung von u = 3 können wir nach der dem Betrage nach kleinsten Kipplast auf- 
lösen: 


Pill — — 0,278353 g1 + 16307: = = 


— 0,00845 ER. 


Im Falle der zweiten Näherung benutzen wir die zweireihige Abschnittsmatrix 
B.C 
urn (0 1 PRO) = 
a u Du an IUBRERNEDERT” 
BB. 
0 1 2 2 4 
tut uean Ba aM + ua) + a) 


und finden daraus zur Bestimmung von P die algebraische Gleichung 


5.207513 Pt + 5,952349 91 P® + (2516645 9°? — 704,4426 E R 2) p: 


an (108063 9° B— 409,3186 u Q n) p 


a (Bo3211 gM— 66,1005 .e G g° + 10 000 I =): 
bei vorgegebenen g,!, BC erhält man daraus Pa. 
Setzt man z.B. 
9 = 2,0 kp/cm 
!= 10°cm 
h BC = 6,76 . 1018 kp? cm, 
so erhält man 
Pi — 9,9701 . 103 kp 


Pl? — 9,8509 . 10° kp . 


ae N u an 


en u a 7 a a 


Yv 


a) 15 
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Aus den Rechnungen von PRANDTL ergibt sich für dieses Beispiel 


P; = 9,851: 10°kp. 


Dieser Wert ist insofern als zuverlässig anzusehen, als PRANDTL seine theoretischen Ergebnisse 
mit experimentellen Versuchen bestens bestätigen konnte. 


Zusammenfassend kann folgendes gesagt werden: 


Die PrRAnprusche Lösungsmethode mittels einer Differentialgleichung bringt bei einfachen 
Belastungen ebensolche Ergebnisse wie das von uns angewandte Verfahren, und zwar mit etwa 
dem gleichen Aufwand. Bei komplizierteren Belastungen (insbesondere bei Einzellast, wo also 
M'(&) unstetig ist) ist die Ermittlung eines Eigenwertes über die Differentialgleichung mit ele- 
mentaren Rechenhilfsmitteln gar nicht mehr möglich, während unsere Methode in solchen Fällen 
lediglich einen durchaus erträglichen Mehraufwand an Rechnung zur Ermittlung der Matrix- 
elemente bringt; prinzipielle Schwierigkeiten ergeben sich nicht. Außerdem ist man bei der 
Lösung der Differentialgleichung stets auf gute Reihenkonvergenz angewiesen, während man 
bei unserem Verfahren die Konvergenz der Abschnittseigenwerte gegen den gesuchten leicht 
und sehr wirkungsvoll beeinflussen kann, indem man das Orthonormalsystem geschickt wählt. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. E. Kreyßig (Prof. a. d. Univ. Ottawa, Kanada), 
Differentialgeometrie (Mathematik und ihre An- 
wendung in Physik und Technik, Reihe A, Band 25). 
XII +4218S. m. 105 Abb. Leipzig 1957. Akade- 
mische Verlagsgesellschaft Geest & Portig K. G. Preis 
geb. 36,— DM. 


Vorliegendes Werk ist eine — auch für den An- 
fänger leicht lesbare — Einführung in die Differen- 
tialgeometrie der Kurven und Flächen des drei- 
dimensionalen euklidischen Raumes. Die angenehm 
breite und exakte Darstellung erleichtert dem Leser 
das Eindringen in den gebotenen Lehrstoff, der im 
wesentlichen wohl kaum über den sonst gebotenen 
Stoff der vorhandenen Lehrbücher hinausgeht. Her- 
vorzuheben wäre vor allem die besondere Sorgfalt, 
mit der alle Begriffe, Hilfsmittelund Voraussetzungen 
behandelt werden. So verringert auch eine am Anfang 
des Buches gebrachte Zusammenstellung der vor- 
kommenden Bezeichnungen und Benutzungshinweise 
die Mühe, die der Anfänger mit dem Nachschlagen 
und Auffinden der Bedeutung einzelner Symbole 
hat. Von großem didaktischem Wert sind ferner die 
zahlreichen erläuternden Beispiele und instruktiven 
Übungsaufgaben. 


Der Verfasser bringt die Theorie der Kurven des 
R, in herkömmlicher Weise unter Benützung des 
„symbolischen‘‘ Vektors (durch fette Kursivbuch- 
staben gekennzeichnet), während die Darstellung der 
Flächentheorie mit Hilfe des Tensorkalküls aufgebaut 
wird. Es wird daher die Tensoranalysis von Grund 
auf entwickelt, so daß der Anfänger schon nach 
kurzer Zeit die Vorteile dieses Kalküls schätzen lernt 
und für das Verständnis der mehrdimensionalen Rır- 
MANNschen Geometrie vorbereitet wird, auf die aller- 
dings nicht weiter eingegangen wird. 


Dem Kapitel über „Abbildungen“ ist ein weiter 
Raum gegeben. So werden ausführlich längen-, 
winkel- und flächentreue Transformationen betrach- 
tet, die ja besonders mathematisches und praktisches 
Interesse besitzen. Bei der konformen Abbildung wird 
zwangsweise eine Erweiterung ins Komplexe vorge- 
nommen und auf die der konformen Abbildung 
gegenüber invariante BEerGMmansche Metrik hinge- 
wiesen. Anschließend wird. die absolute Differen- 
tiation bei der Herleitung des Parallelismus von 
Levı-CıvırA benutzt. Das letzte Kapitel bringt eine 
Fülle spezieller Flächen und geometrisch interessanter 
Sätze. Über 100 Abbildungen erleichtern das Ver- 


Dresden R. Bereıs 


1. I. Priwalow } (Prof. a. d. Staatl. Lomonossow- 
Universität, Moskau), Einführung in die Funk- 
tionentheorie. Teill. (Mathematisch-Naturwis- 
senschaftliche Bibliothek, Bd. 21). IV + 163 S. m. 71 
Abb. Leipzig 1958. B. G. Teubner Verlagsgesellschaft 
Preis geb. 7,30 DM. 


Es ist zweifellos ein Wagnis, neben den in aller Welt 
bekannten Bändchen von Knopp noch ein weiteres 
entsprechendes deutschsprachiges Werk erscheinen 
zu lassen. Doch in diesem Falle muß man Verlag und 
Redakteur beglückwünschen, den russischen Alt- 
meister der 'Funktionentheorie uns zugänglich ge- 
macht zu haben. Gerade bei dem vorliegenden Band 
empfindet der Anfänger es als angenehm, in einem 
einzigen Lehrgang an die Funktionentheorie herange- 
führt zu werden, während ja bei Knopp zunächst die 
Bändchen ‚Elemente‘ und ‚Funktionentheorie I‘ 
sozusagen parallel laufen. 


Der Inhalt im einzelnen: Nach einer axiomatischen 
Einführung der komplexen Zahlen und deren Rechen- 
operationen wird im ersten Kapitel ausführlich über 
Grenzwerte, unendliche Reihen und die Riemannsche 
Zahlenkugel (unendlich ferner Punkt) gesprochen. Es 
folgen im zweiten Kapitel der Funktionsbegriff (Stetig- 
keit, gleichmäßige Stetigkeit), Funktionenreihen 
(gleichmäßige Konvergenz), Potenzreihen, Differen- 
tiation (Cauchy-Riemannsche Gleichungen), Diskus- 
sion der sog. elementaren Funktionen (auch Mehr- 
deutigkeit, Riemannsche Fläche wird erwähnt) und 
der Begriff der konformen Abbildung. Im dritten Ka- 
pitel wird ausführlich über lineare Transformationen 
und den Zusammenhang mit der Lobatschewskischen 
Geometrie gesprochen, ergänzt durch einige spezielle 
nichtlineare Abbildungen. 


Am Ende jedes Kapitelsfinden sich gut ausgewählte, 
für den Anfänger geeignete Übungsaufgaben, wie über- 
haupt das ganze Werk die reifen Erfahrungen lang- 
jähriger akademischer Lehrtätigkeit erkennen läßt 
und sowohl dem Studenten wie dem Autodidakten 
gleichermaßen gefallen wird. 


Gießen K. MArUHN 


Dr.-Ing. A. Aas-Jakobsen, Die Berechnung der 
Zylinderschalen. XII + 160 S. m. 30 Abb. Berlin/ 
Göttingen/Heidelberg 1958. Springer-Verlag. Preis 
geb. 22,50 DM. 


Zur Abschätzung der Spannungen in Zylinderscha- 
len führt der Verfasser sog. Modellschalen ein, die hin- 
sichtlich ihrer Abmessungen, ihrer Belastungen, ihrer 
Randbedingungen usw. den vorkommenden Tonnen- 
schalen weitgehend entsprechen. Statt eine Schale z.B. 
elastizitätstheoretisch zu berechnen, wird der Span- 
nungszustand von einer Modellschale übernommen, 
die in den Hauptzügen mit der gegebenen Schale über- 
einstimmt. Aus den angegebenen Zahlentafeln für 
isotrope Tonnen, für Schalen mit symmetrischen und 
exzentrischen Ringrippen kann die generelle Schnitt- 
kraftverteilung entnommen und durch kleine Korrek- 
turen der vorgegebenen Schale angepaßt werden. 
Das Buch ist klar geschrieben und wird den Konstruk- 
teuren eine große Hilfe sein. 


Freiberg/Sa. D. Rüpıger 
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Lebendigkeit aus. Die Verfasser, die zum größten 
Teilin der Industrie arbeiten, wirken entweder selbst 
an der Entwicklung moderner Rechenanlagen mit, 
oder sie sind an der Urbarmachung des durch das 
Aufkommen solcher Bechenanlagen erst äng 
gewordenen wissenschaftlichen Neulandes beteiligt, 
und die ganze mit Spannung geladene Atmosphäre, 
die eine derartige Arbeit umgibt, wird dem Leser 
deutlich spürbar. \ 

Für den Elektrotechniker ist es selbstverständlich 
sehr wertvoll, an Hand ausführlich dargestellter 
Einzelfälle zu erfahren, welche bisher unzugänglichen 
oder nur unbefriedigend lösbaren Probleme aus der 
Starkstromtechnik mit modernen Rechenanlagen 
erfolgreich bearbeitet worden sind oder voraussicht- 
lich erfolgreich bearbeitet werden können. Es würde 
zu weit führen, hier die Fülle der besprochenen 
Themen auch nur anzudeuten. Vielleicht sind sie 
auch nicht das Wesentliche. Dem Mathematiker, der 
die Vorträge liest, ist sofort klar, daß ähnliche Aus- 
führungen auch über andere Gebiete der Technik ge- 
macht werden könnten, und daß es sich immer wieder 
darum handelt, umfangreiche Gleichungs- und Dif- 
ferentialgleichungssysteme, vor allem auch nicht- 
lineare, numerisch zu lösen. Der Gewinn, den das 
einzelne technische Fachgebiet bei einer in dieser 
Richtung fortschreitenden Entwicklung davonträgt, 
dürfte in erster Linie darin zu suchen sein, daß man 
beim mathematischen Ansatz für das betreffende 
Problem viele Vernachlässigungen nicht mehr nötig 
hat und man sich kompliziertere, aber dafür die 
Wirklichkeit besser annähernde mathematische For- 
mulierungen leisten kann. 


Sehr wertvoll und nützlich sind die Vergleiche, die 
auf Grund der gewonnenen Erfahrungen über die 
Wirksamkeit der Digital- und der — elektrischen und 
mechanischen — Analogrechner und ihre Einsatz- 
möglichkeiten angestellt werden. 

Schließlich möchte auch darauf hingewiesen werden, 
daß in vielen der Vorträge implizit eine Schilderung 
der Arbeitsweise des mathematisch qualifizierten Ent- 
wieklungsingenieurs und des in der Industrie arbei- 
tenden Mathematikers enthalten sind und man viele 
Anregungen über die zugehörigen Ausbildungsfragen 
erhält. 

Dresden 


H. HEINRICH 


Dr. J. Salpeter, Einführung in die höhere 
Mathematik für Naturwissenschaftler. Vierte 
Aufl., vollst. neu bearb. u. erweitert v. Dr. H. Dall- 
mann (Prof. d. Mathematik a. d. Techn. Hochschule 
f. Chemie Leuna-Merseburg). VII + 4128. m. 
166 Abb. Jena 1958. VEB Gustav Fischer Verlae. 
Preis geb. 28,80 DM. R 


Das vorliegende Buch geht in der Anlage auf die 
1926 erschienene 3. Auflage einer von Salpeter stam- 
menden „Einführung in die höhere Mathematik für 
Naturwissenschaftler und Ärzte‘ zurück. Der Her- 
ausgeber Dallmann hat eine gründliche, stellen- 
weise dringend nötige Neubearbeitung vorgenommen, 
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Behandelt werden u.a. Zahlenfolgen, Grenzwerte 


Differentialrechnung von Funktionen einer und 
zweier Veränderlichen, Integralrechnung von Funk- 
tionen einer Veränderlichen, Grundlagen der unend- 
liehen Reihen, insbesondere Potenzreihen, auch 
Fourierreihen, etwas über graphische und nume- 
rische Differentiation und Integration. Das Buch 
enthält eine Reihe schöner und nützlicher Anwen- 
dungsbeispiele, vor allem aus der chemischen Kinetik. 
Es wird das Aufstellen von Differentialgleichungen 
und das Lösen der wichtigsten, geschlossen integrier- 
baren Typen von Differentialgleichungen 1.'und 2. Ord- 
nung gelehrt. Die einzelnen Abschnitte sind reichlich 
mit Figuren versehen. Erfreulicherweise werden im 
allgemeinen alle angeführten Behauptungen und For- 
meln möglichst streng begründet oder doch durch 
einen Hinweis auf andere Werke als einer Begründung 
bedürftig hingestellt; darin liegt wirklich ein Vorzug 
der neuen Ausgabe gegenüber früheren Auflagen und 
manchen anderen Büchern gleichen Titels. Das Buch 
ist bequem lesbar und von einer manchmal peinlichen 
Ausführlichkeit. 


Zu bedauern ist allerdings, daß in die Neuauflage 
auch einige anfechtbare Erbstücke aus der 3. Auflage 
eingegangen sind. So z. B. hätten die konstruierten 
Beispiele a, b der S.3—6 für geometrische Folgen 
durch etwas Sinnvolleres, etwa durch das Beispiel 
eines chemischen Extraktionsvorganges, ersetzt wer- 
den können. Das Paradoxon des Zeno 8. 7—10 ist 
ein ausgesprochenes Museumsstück, und der im 
Schlußsatz ‚Will man den Grenzwert... erreichen, 
indem man die Zahlenfolge durchläuft, so stößt man 
auf das Unmögliche‘“ gipfelnde Erklärungsversuch 
schmälert das Ansehen des Buches mehr als nötig. 
Eine ganze Reihe von Fußnoten hätte nun in den 
laufenden Text eingearbeitet werden müssen. Auf 
S. 206 wird, um eine dort angegebene Funktion y(x, c) 
als allgemeines Integral einer Differentialgleichung 
zu erweisen, eine alte Ungenauigkeit wiederholt. Auf 
das Konto der Neubearbeitung gehen außer einigen 
Druckfehlern z. B. folgende Mängel: Auf den S.47 
und 116 unten wird obere und untere Grenze mit 
kleinstem und größtem Funktionswert identifiziert. 
In der Fußnote der S. 259 ist offenbar ein bedauer- 
licher Fehler unterlaufen. Vollkommen unerfindlich 
ist, warum der Herausgeber auf den 8. 210 ff. und 
S. 303 die zeitlichen Änderungen von gewissen Kon- 
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zentrationen, Ladungen usw. als Absolutwerte F ; 
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u usw. in die Formeln einführt. Ein Rätsel bleibt 
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es auch, weswegen nun auf den S$. 152 ff. und 203 ff. 
zwischen gewissen Größen x, A, t, a (die selbst schon 
Zahlwerte für Mengen, Zeit usw. darstellen) und deren 
Maßzahlen x*, A*, {*, «* unterschieden werden muß. 
Auf S. 298 ff. wird versehentlich aus dem monotonen 
Wachstum von In sin® für wachsende & auf die 
Ungleichung 
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Gebrauch gemacht, bevor diese erwähnt wird. 


Trotzdem ist diese Einführung viel gediegener als 
ähnliche z. Zt. vorhandene Einführungen (Sirk, 
Baule) und kann für das Selbststudium und vor allem 
Chemikern empfohlen werden. Von einer nächsten 
„Einführung .. .‘“ darf man aber erwarten, daß sie bei 
nicht größerem Umfang auch einige weitere für Natur- 
wissenschaftler dringend nötige Abschnitte (über 
Interpolation, graphische Ausgleichung, Wahrschein- 
lichkeitsrechnung usw.) enthält. 


Dresden L. BITTNER 


Dr. H. Athen, Ballistik.. Zweite, neubearb. und 
erweiterte Aufl. 2588. m. 59 Abb. Heidelberg 1958. 
Verlag Quelle & Meyer. Preis geb. 29,— DM. . 


Die erste Auflage des Buches erschien 1941 und 
wurde vonK. Stange in Band 22 (1942) dieser Zeit- 
schrift besprochen. Der Zweck des Buches, die Ver- 
mittlung der theoretischen Grundlagen der äußeren 
und inneren Ballistik, ist der gleiche geblieben. 
Zwar hat sich durch die Entwicklung der modernen 
Rechenautomaten am Gesamtbild der Ballistik man- 
ches geändert, doch ist das Studium der bisherigen 
Methoden nicht überflüssig geworden. Eine Zusam- 
menfassung der wichtigsten dieser Methoden unter 
einheitlichen Gesichtspunkten und unter Heraus- 


hebung der mathematischen Grundgedanken wie in . 


dem vorliegenden Buche, ist für jeden, der sich in die 
Ballistik einarbeiten will, ein unentbehrliches Hilfs- 
mittel. 

An wesentlichen Erweiterungen bzw. Änderungen 
gegenüber der 1. Auflage sind zu nennen das Kap. II: 
„Theoretische Ermittlung der Luftkräfte“ und die 
Behandlung der Stabilisierung des Flugs von drall- 
und flügelstabilisierten Geschossen unter einheit- 
lichen Gesichtspunkten in Kap. VIII. Beide Kapitel 
sind für das tiefere Eindringen in das Gebiet der 
modernen Ballistik von Bedeutung. Kap. II stellt 
etwas höhere Anforderungen an die mathematischen 
und physikalischen Kenntnisse als die übrigen Teile 
des Buches. 

Die Methode des Verfassers, die praktische An- 
wendung der Parameterentwicklungen betreffend, 
die etwas eingehender als in der 1. Auflage behandelt 
wird, leistet bei der Interpolation von Flugbahnen 
und sonstigen ballistischen Aufgaben gute Dienste. 


Die ausführlichen Literaturangaben wurden we- 
sentlich erweitert und auf den neuesten Stand ge- 
bracht. Das Buch wird nicht nur für denjenigen 
wertvoll sein, der sich mit Problemen der Wehr- 
technik beruflich beschäftigt, sondern für jeden, den 
die Probleme der Ballistik allgemein und in ihrem 
Zusammenhang mit Mathematik und Physik in- 
teressieren. 


Langebrück (Sa.) W. WoLrr 


Prof. Dr. A. Betz (vorm. Direktor d. Aerodynam. 
Versuchsanstalt u. des Max-Planck-Institutes für Strö- 
mungsforschung in Göttingen), Einführung in die 
Theorie der Strömungsmaschinen. (Wissen- 
schaftl. Bücherei. Buchreihe Strömungsmaschinen. 
Herausgeg. v. Dr.-Ing. R. Friedrich und Dr.-Ing. H. 
Marcinowski.) XVI + 272 S. m. 168 Abb.x Karlruhe 
1958. Verlag G. Braun. Preis geb. 36,— DM. 


Der Autor ist seit mehr als 50 Jahren der aerodyna- 
mischen Forschung und damit auch den Problemen 
der Strömungsmaschinen verbunden. Das neuerschie- 
nene Buch wurde daher mit großem Interesse erwar- 
tet. Auf 134 von den 230 Textseiten werden die für 
das Verständnis der Vorgänge in Maschinen wichtigen 
Grundlagen der Strömungslehre dargeboten. Dabei 
wird besondere Bedeutung auch einzelnen Erschei- 
nungsformen wie z. B. der Kavitation und der Strahl- 
mischung zugemessen. Im zweiten Teil des Buches 
werden die Strömungsmaschinen besprochen, man 
findet u. a. Kapitel über Ventilatoren, Axialpumpen, 
Kreiselpumpen, Diagonalräder, Wasserkraftmaschi- 
nen, Föttingergetriebe, Dampfturbinen, Gasturbinen, 
Propeller, Raketen, Strahltriebwerke und Windräder. 
Die gemeinsame Behandlung dieser verschiedenartigen 
Typen hat sich erst in den letzten Jahrzehnten durch- 
gesetzt, nachdem allerseits der große Einfluß des Strö- 
mungsvorganges auf die Güte der Maschine erkannt 
war. Früher standen die konstruktiven Probleme 
stärker im Vordergrund, und damit war die Aufspal- 
tung in ebenso viele spezielle Fachgebiete, wie es Ty- 
pen von Strömungsmaschinen gibt, durchaus natürlich. 
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In der Art der Darstellung weicht dieses Buch deut- 
lich vom üblichen ab. Der Verfasser ‚beschreibt, ent- 
wickelt und erklärt vorwiegend mit Worten unter nur 


sparsamer Verwendung von Gleichungen, er bildet auf. 


diese Art beim Leser das Verständnis für physikalische 
Zusammenhänge und regt ihn zum eigenen Nachden- 
ken an. In der Technik der Darstellung ist das vor- 
liegende Werk etwa vergleichbar mit Prandtl’s Führer 
durch die Strömungslehre, obwohl hier inhaltlich ganz 
andere Probleme im Vordergrund stehen. Dieser Auf- 
bau erlaubt es dem Kundigen, auf der gleichen Seiten- 
zahl in Worte gefügt mehr Gedankengut unterzubrin- 
gen als das bei einer auf Gleichungen aufbauenden 
Entwicklung möglich ist. Jedoch ist im allgemeinen 
die letztere Methode (auf Gleichungen aufbauen)in der 
* Lehre zur Einführung des Anfängers gebräuchlich. 


Das vorliegende Buch wird daher in erster Linie den 
Strömungsmaschineningenieur ansprechen und weni- 
ger den Studierenden. Im Vorwort begründet der 
Autor selbst seine Darstellung: Da die meisten Leser 
aus dem technischen Bereich in erster Linie die Ergeb- 
nisse von Überlegungen interessieren, wurde auf län- 
gere mathematische Ableitungen verzichtet, außer 
dem Ergebnis wurde der Gedankengang mitgeteilt, da 
er für die richtige Verwendung der Ergebnisse wich- 
tiger ist als die mathematische Rechnung. 


Der besondere Nutzen der elementaren Überschlags- 
rechnung im technischen Anwendungsbereich wird 
bei einem Beispiel (auf Seite 137) herausgestellt, diese 
Worte sollten aber ganz allgemein bei allen Anwen- 
dungen der Mathematik gelten. Betz sagt dort näm- 
lich: Auch bei schwierigeren Aufgaben, bei denen man 
an sich genauer rechnen muß, empfiehlt es sich, zu- 
nächst auch solche einfachen Berechnungen durchzu- 
führen, um sich über die wichtigsten Größen ein ange- 
nähertes Bild zu machen und erst dann die umständ- 
licheren, aber genaueren Rechnungen dort durchzu- 
führen, wo die überschlägigen Überlegungen merkliche 
Verbesserungen erwarten lassen. Man spart dabei 
sehr erheblich an Rechenarbeit, kommt rascher zum 
Ziel und gewinnt einen besseren Überblick über die 
Auswirkungen einzelner Maßnahmen. 


» In der Auswahl der Literatur zeigt sich häufig eine 
Beschränkung auf die ersten Arbeiten, die ein Prob- 
lem aufzeigten, während spätere mehr ins Detail ge- 
hende Untersuchungen zurücktreten. 


Im maschinentechnischen Teil des Buches wird 
durch manche Zahlenbeispiele, besonders auf die Fra- 
gen des Praktikers eingegangen. Im Anhang werden 
in Tabellen Stoffwerte einiger wichtiger Strömungs- 
medien zusammengestellt und Schaubilder angeführt 
(u. a. Stoßpolare, Gaszustandsgrößen abhängig von 
der Machzahl, Tragflügelpolaren, Diagramme über un- 
endliche Wirbelreihen). 


Das neue Werk stellt eine wesentliche Bereicherung 
der Literatur über Strömungsmaschinen dar. 


Dresden W. ALBRING 


Prof. Dr.-Ing. W. Meyer zur Capellen, Eine Ge- 
triebegruppe mit stationärem Geschwindig- 
keitsverlauf. (Forschungsberichte des Wirtschafts- 
und Verkehrsministeriums Nordrhein-Westfalen, Nr. 
606.) Herausgeg. v. Prof. Dr. L. Brandt. 33 S. m. Abb. 
Köln und Opladen 1958. Westdeutscher Verlag. Preis 
geh. 10,50 DM. 


Die Aufgabe, aus der zentrischen Kurbelschleife Ge- 
triebe zu entwickeln, die für ein gewisses Intervall eine 
gleichbleibende, konstante Geschwindigkeit ihres Ab- 
triebsgliedes hervorbringen, kann, wie der Verfasser 
zeigt, mit mathematischen Hilfsmitteln gelöst werden. 
Ein praktisches Anwendungsbeispiel ist das Hobeln 
eines Werkstückes. 


Während bei der bekannten zentrischen Kurbel- 
schleife der Gelenkpunkt des Gleitsteines mit Hilfe 
der Antriebskurbel auf einem Kreise geführt wird, er- 


setzt der Verfasser die Kreisführung dieses Gelenk- 
punktes durch eine zwangläufige Führung auf einer 
Ellipse und spricht von einer elliptischen Kurbelschlei- 
fe. Konstruktiv kann diese elliptische Führung durch 
ein Kardankreispaar verwirklicht werden. Die 
schwingende Bewegung des Abtriebsgliedes wird unter- 
sucht, und die Gleichungen für die Winkelgeschwin- 
digkeit und Winkelbeschleunigung werden aufgestellt 
und durch Diagramme veranschaulicht. Die Errei- 
chung der verlangten stationären Winkelgeschwindig- 
keit ist am Verlauf der Kurven klar erkennbar. Wei- 
ter werden die stationären Geschwindigkeitswerte bei 
drehendem Abtrieb und auch bei Schubbewegung ım 
Abtrieb ermittelt. Es zeigt sich, daß die Güte der Un- 
veränderlichkeit in der Abtriebsgeschwindigkeit bei 
umlaufender Bewegung der elliptischen Schleife ge- 
ringer als bei schwingender Bewegung ist. 


Die vorliegende Arbeit ist ein vorzügliches Anwen- 
dungsbeispiel der strengen mathematischen Behand- 
lung eines Getriebeproblems und kann jedem Getriebe- 
konstrukteur bestens empfohlen werden. 


Dresden W. LicHTENHELDT 


W. Rehwald, Elementare Einführung in die 
Bessel-, Neumann- und Hankel-Funktionen. 
(Mathematische Funktionen in Physik und Technik. 
Herausgeg. v. Prof. Dr.-Ing. O. Zinke. Erster Band.) 
IIT+47S. m. 19 Abb. Stuttgart 1959. S. Hirzel 
Verlag. Preis kart. 6,30 DM. 


Herausgeber und Verfasser des vorliegenden ersten 
Bandes (besser: Heftes) über „Mathematische Funk- 
tionen in Physik und Technik“ haben wahrscheinlich 
nicht ganz unrecht, wenn sie der Meinung sind, daß 
dem Nichtmathematiker der Zugang zu den für Phy- 
siker und Ingenieure doch so wichtigen Zylinder- 
funktionen durch die Art der Darstellung in den meist 
für Mathematiker bestimmten Lehrbüchern und deren 
Umfang etwas verbaut ist. Sie haben sich daher die 
Aufgabe gestellt, die für die Anwendungen — ins- 
besondere in der Elektrotechnik — wichtigsten Eigen- 
schaften der Bessel-, Neumann- und Hankel-Funk- 
tionen in einer Art und Weise zusammenzustellen, 
die sofort erkennen läßt, in welchem physikalischen 
Zusammenhange diese Funktionen auftreten. In 
recht geschickter und zum Teil neuartiger Weise 
werden den Zylinderfunktionen die trigonometrischen 
Funktionen gegenübergestellt, und zwar so weit- 
gehend, daß die Bessel-Funktionen J, und J, für kleine 
Argumentwerte sogar durch trigonometrische Funk- 
tionen statt durch Reihen approximiert werden und 
damit ein guter Anschluß an die asymptotischen Dar- 
stellungen erzielt wird. Die Stoffeinteilung geschieht 
nach mathematischen Gesichtspunkten (Zylinder- 
funktionen mit reellem Argument, mit imaginärem 


Argument, mit Argumenten der Form r Y+ j, mit 
halbzahligem Index, mit komplexem Argument, die 
erzeugende Funktion und Bessel-Funktionen höherer 
Ordnung), jedoch stets an Hand einer physikalischen 
Anwendung. Die gebrachten Formeln, Reihen- 
entwicklungen, asymptotischen Darstellungen usw. 
werden im jeweiligen Zusammenhang erläutert und 
ihre Bedeutung klargelegt, aber auf Herleitungen 
wird verzichtet. Die Darstellung ist aus Merkblättern 
hervorgegangen, die als Ergänzung zu den Vorle- 
sungen über Hochfrequenztechnik und Werkstoffe 
und Bauelemente der Nachrichtentechnik an die 
Hörer der T. H. Darmstadt verteilt worden sind. Sie 
wird den Physikern und Ingenieuren, die in ihrer 
Arbeit mit Zylinderfunktionen zu tun bekommen, 
zweifellos gute Dienste leisten, zumal ihr ein Ver- 
zeichnis der Tafelwerke und der einschlägigen Lite- 
ratur über Zylinderfunktionen beigefügt ist. 


Dresden H. HersrıcH 
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u ” Wenn zu der Vielzahl der vorhandenen Werke über 
Matrizen ein weiteres erscheint, so taucht die Frage 
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auf, worin sich dieses von den bereits vorhandenen. 


unterscheidet. In dem vorliegenden Buch beschränkt 


' sich der Verfasser nicht auf eine Einführung in die 


"Theorie der Matrizen, sondern er vermittelt dem Leser 
den Zugang zu allgemeineren und weiterführenden Be- 
griffsbildungen. Neben einer umfassenden Darstellung 
der elementaren Matrizentheorie werden in zwang- 
loser Weise Begriffe wie Körper, Gruppe, Isomorphis- 
mus, lineare Menge, lineare Basis u.ä. eingeführt. 
Ebenso ergibt sich der Übergang zu Matrizen, deren 
Elemente keine Zahlen sind. Die Einführung allge- 
meiner Begriffe aus der Theorie der linearen Opera- 
toren liegt auf der Hand, wird aber naturgemäß nicht 
weiter verfolgt, da dies den Rahmen des Buches spren- 
gen würde. Dabei ist die Art und Weise der Behand- 
lung bei aller Allgemeinheit stets einfach, prägnant 
und anschaulich Hier führt die allgemeinere Be- 
trachtungsweise wirklich zur Abrundung und besseren 
Übersicht des dargebotenen Stoffes. Zahlreiche 

ungsaufgaben vertiefen das Verständnis und zwin- 
gen den Leser zur Selbstkontrolle. Numerische Ver- 
fahren treten stark in den Hintergrund. Der Problem- 
kreis der Elementarteilertheorie und der Normal- 
formen allgemeiner Matrizen wird nicht behandelt. 
Einige Unebenheiten —z. B. wird die unsymmetrische 
Matrix ohne Beschränkung auf reelle Elemente defi- 
niert — können den günstigen Gesamteindruck wenig 
beeinflussen. Das Literaturverzeichnis wird besonders 


- wertvoll durch eine große Zahl nach Anwendungs- 


gebieten getrennter Spezialliteratur, die die Vielfalt 
der Anwendungsmöglichkeiten der Matrizenrechnung 
anschaulich vor Augen führt. Insgesamt kann das 
Buch, das keinen Abschluß in sich selbst sucht, son- 
dern nur ein — allerdings sehr gediegenes — Funda- 
ment vermitteln will, all denen empfohlen werden, 
die nicht nur an einer technischen Handhabung des 
Matrizenkalküls interessiert sind. 


Dresden J. Uni 


W. W. Solodownikow, Grundlagen der selbst- 
tätigen Regelung. Band I: Allgemeine Grund- 
lagen der Theorie linearisierter selbsttätiger Regelungs- 
systeme. Deutsche Bearbeitung unter Prof. Dr. H. 
Kindler. XVI-+ 7278. m. 460 Abb. u. 23 Tafeln. 
München 1959. R. Oldenbourg Verlag. Preis geb. 
65,— DM. 


Das vorliegende Buch ist die Übersetzung eines 
umfassend angelegten sowjetischen Werkes über 
Grundlagen der selbsttätigen Regelung. Der erste, 
die Theorie enthaltende Band, der 1954 in der So- 
wjetunion veröffentlicht wurde, ist bei der deutschen 
Übersetzung in zwei Teile zerlegt worden, wobei der 
vorliegende 1. Teil der Theorie linearisierter Rege- 
lungssysteme gewidmetist. In vier Hauptabschnitten 
wird behandelt: 


1. Allgemeines, Differentialgleichungen, Übertragung 
und Übergangsfunktionen der Regelungssysteme 
(215 Seiten). 

2. Stabilitätsanalyse bei selbsttätigen Regelungs- 

'systemen (135 Seiten). 

3. Güteanalyse und Synthese der korrigierenden Ein- 
richtungen von Regelungssystemen, Grundlagen 
der Theorie der Impulsregelung (273 Seiten). 

4. Einige Probleme der Analyse und Synthese von 
Regelungssystemen bei zufälligen Einwirkungen 
(90 Seiten). 

Eine Vorstellung von der Fülle des dargehotenen 

Stoffes mag die Tatsache geben, daß an der Zu- 

sammenstellung dieses Teiles allein 19 Mitarbeiter — 


Teil auch der große Umfang des Werkes zu erklären. 
Hauptsächlich aber darf man das Streben nach Voll- 


ständigkeit dafür verantwortlich machen, daß der - 


Umfang eines Lehrbuches erheblich überschritten 
wurde. Es ist so ein Nachschlagewerk entstanden, 
von dem außer den Fachleuten auch die Studierenden 


der Regelungstechnik profitieren können. Gegen- 


über der sehr breiten Darstellung in manchen so- 
wjetischen Lehrbüchern ist hier eine erfreuliche Straf- 
fung zu bemerken, die jedoch nicht auf Kosten 
der praktischen Anwendungsbeispiele vorgenommen 
wurde. Das starke Hervorheben der Beispiele unter- 
scheidet das Werk auch in vorteilhafter Weise von 
den vielfach mathematisch abstrakten sowjetischen 
Veröffentlichungen auf dem Gebiet der Regelungs- 
theorie. ; 


‘Wenn man von den behandelten Themen über- 
haupt etwas herausgreifen und gesondert erwähnen 
möchte, dann liegt es nahe, die hier stark bevorzugte 
Methode der Frequenzcharakteristiken zu nennen, zu 
der gerade auch der Herausgeber des Werkes, Solo- 
downikow, wesentliche Beiträge geliefert hat. Ferner 
muß die ausführliche Darstellung der Stabilitäts- 
probleme, insbesondere die im nichtsowjetischen Be- 
reich nicht eingebürgerte Methode der D-Zerlegung 
erwähnt werden. Daß neben einer eingehenden Be- 
handlung des Optimierungsproblems auch die Cyp- 
kinsche Theorie der Impulsregelung (Schrittregelung) 
gebracht wird, wird der Leser begrüßen. - 


Die deutsche Übersetzung wurde mit großer Sorg- 
falt bearbeitet und auf die deutsche Terminologie ab- 
gestimmt. Daß man sich nicht entschließen konnte, 
das sowjetische ‚‚Regelungssystem‘“ einfach durch 
das in Deutschland eingebürgerte Wort ‚Regelkreis‘ 
zu ersetzen, mag verzeihlich sein, da sich die begriff- 
lichen Inhalte beider Ausdrücke nicht genau decken. 


Wenngleich die Theorie der Regelungen: noch 
keineswegs als fertig abgeschlossenes Lehrgebäude 
vorliegt und folglich stets damit gerechnet werden 
muß, daß einzelne Teile jedes in solchem Stadium 
geschriebenen Buches überholt werden können und 
veralten, so darf man doch dem Herausgeber der 
Übersetzung dankbar sein, daß er dem deutschen 
Leser dieses wertvolle Werk zugänglich gemacht hat. 


Stuttgart K. Magnus 


L. Robin, Fonctions Spheriques de Legendre 
et Fonctions Spheroidales.. TomeII. VIII + 
3848. m. Abb. Paris 1958. Gauthier-Villars. Preis 
brosch. 5000 F (alt). 


Seit einiger Zeit liest nun auch der zweite Teil 
des dreibändigen, preisgekrönten Robinschen Sammel- 
werkes über Kugelfunktionen vor. Darin werden in 
der Hauptsache die zugeordneten Legendreschen 
Funktionen P%(u) und Q%(«) mit beliebigen kom- 
plexen Zeigernm,n und deren fast zahllose, an 
schönsten Aspekten allerdings überreiche Eigen- 
schaften beschrieben. 


Das IV. Kapitel (das erste des 2. Bandes) beginnt 
mit der Behandlung des Zusammenhanges zwischen 
den Lösungen der zugeordneten Legendreschen, den 
Lösungen der Gaußschen Differentialgleichung und 
den ARiemannschen Funktionen der Differential- 
gleichungen vom Fuchsschen Typ. Danach werden 
die Pr, Q% als spezielles Fundamentallösungspaar 
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integrale eingeführt. Mit größter Sor 


vom Verfasser die durch die spezielle Lage von u, 
'n,m bedingten Fallunterscheidungen vorgenommen 
und Gültigkeitsgrenzen abgesteckt. Es folgen eine 
Menge von Reihenentwicklungen, u.a. u den 


1 


lu Hu 2 2 
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2.5 (u— Yu? — 1)? usw., eine große Zahl von Inte- 


graldarstellungen (so z. B. Verallgemeinerungen der 
bekannten Formeln von Laplace-Heine, Dirichlet- 
Mehler), fernerhin Rekursionsformeln, Darstellungen 
von P’ durch Q”% und umgekehrt, bestimmte Inte- 
grale, die Legendresche Funktionen enthalten, Be- 


- ziehungen zwischen Besselschen, Legendreschen Funk- 


tionen und den (elliptischen) Legendreschen Inte- 
gralen 1. und 2. Gattung. 

Das V. Kapitel enthält wichtige asymptotische Ab- 
schätzungen für den Fall, daß eine der drei kom- 
plexen Variablen m, n, u > © strebt. Hier — wie 
übrigens an sehr vielen anderen Stellen — hat der 
Verfasser die Lehre von den Kugelfunktionen um 
viele eigene Entdeckungen bereichert, zumal durch 
die von ihm geförderte Auffassung der P%, Q% als 
analytische Funktionen der Zeiger n, m. i 


Das VI., das für die Anwendungen wohl bedeu- 
tungsvollste Kapitel endlich bringt Kriterien für die 
Darstellbarkeit einer Funktion fx) durch Reihen 
nach Legendreschen Polynomen P„(x), nach Legendre- 
schen Funktionen Pf (x) (n,m>0, ganz) und P7(z) 
(nur n > 0, ganz) und behandelt die Fragen der Sum- 
mierbarkeit von solchen Legendreschen Reihen im 
Sinne von Poisson-Abel und Cesäro-Knopp ((C, k)- 
Summierbarkeit). In gleicher Weise wird darauf die 


Frage nach der Darstellbarkeit einer auf der Einheits- 


kugel des drei- bzw. p-dimensionalen Raumes defi- 
nierten Funktion f({®, @) bzw. f(O,, 9, .. Ip) 
durch eine Reihe nach Laplaceschen bzw. @egenbauer- 
schen Polynomen $,(@, ) bzw. C/P!2 7! im Sinne der 
(©, k)-Summierbarkeit entschieden. Das Buch schließt 
mit einer Besprechung des @ibbsschen Phänomens bei 
Reihenentwicklungen nach Legendreschen bzw. La- 
placeschen Polynomen. 


Durch diese kurze Skizze ist der Inhalt des Buches 
und die Leistung des Verfassers keineswegs auch nur 
einigermaßen gerecht charakterisiert. Stattdessen 
werde auf das Buch selbst verwiesen, das allen denen 
wärmsten empfohlen werden kann, die sich von Be- 
rufs wegen mit Kugelfunktionen befassen müssen, 
nämlich Mathematikern, Physikern, Elektroingeni- 
euren usw. 


Dresden L. Bittwer 


D. Hilbert Y und W. Ackermann, Grundzüge der 
theoretischen Logik. 4. Aufl. (Grundlehren der 
Mathematischen Wissenschaften, Band XXVII) VIII 
+188 8. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Springer- 
Verlag. Preis geb. 36,60 DM. 


Die vorliegende Einführung in die mathematische 
Logik ist eine Neuauflage des bekannten und vielfach 
bewährten Buches und gibt genau wie die vorher- 
gehende Auflage in vier Kapiteln jeweils einen Abriß 
des klassischen zweiwertigen Aussagenkalküls, des 
Klassenkalküls, des Prädikatenkalküls der ersten 
Stufe sowie der Prädikatenkalküle höherer Stufe, 


Gegenüber der dritten Auflage sind eine Reihe von 
Paragraphen neu aufgenommen worden, und zwar 
über den intuitionistischen Aussagenkalkül, die 
strenge Implikation, den Prädikatenkalkül der ersten 
Stufe mit Identität sowie über den bestimmten Ar- 
tikel. Jeder einzelne dieser Abschnitte ist eine wert- 
volle Ergänzung des bisher dargebotenen Stoffes und 
trägt dazu bei, das Buch noch vielseitiger und inter- 


menden Funktoren. 
die Bezeichnungen dadurch 
Veröffentlichungen 


wäre.) f 
Außerdem ist schon beim 


zufolge auch bei allen anderen darauf aufba 
Kalkülen ein Axiomensystem vom G@entzenschen 
zugrundegelegt worden. Das hat den Vorteil, daß 
beim Aussagenkalkül und beim Prädikatenkalkül der 
ersten Stufe Verfahren angegeben werden können, mit 
deren Hilfe jeder allgemeingültige Ausdruck Ye, 
effektiv abgeleitet werden kann. Demgegenüber steht 
allerdings die Tatsache, daß die angegebenen Azio- 
mensysteme weniger an das übliche inhaltliche Schlie- u 
Ben angelehnt und demzufolge weniger „anschaulich y 
sind. a 
Ferner wird in der vorliegenden Auflage mehr als 
früher aufsemantische Begriffsbildungen eingegangen. 
So wird z. B. der Aussagenkalkül wie allgemein üblich 
auf Wertetabellen aufgebaut. Diese Tendenz ist sehr 
zu begrüßen, denn dadurch ist ein bisher vorhandener 
(wohl geschichtlich bedingter) Mangel zum Teil be- 
seitigt worden. 

Die Neuauflage schließt zweifellos eine vorhandene 
Lücke und kann allen Lesern, die Interesse für mathe- 
matische Logik und Grundlagenfragen haben, nur 
empfohlen werden. 3 


Dresden H. ROHLEDER 


J.H. Weihnacht, Prinzipien zur Lösung mathe- 
matischer Probleme. VIII + 116S. m. 45 Abb. 
Braunschweig 1958. Verlag Friedr. Vieweg & Sohn. 
Preis kart. 8,30 DM. 


Aus langjähriger Erfahrung schöpfend zeigt der 
Autor im vorliegenden Buch, wie der Schüler an 
mathematische Probleme heranzugehen hat. Es wird 
in breiter Schilderung der Weg aufgezeigt, der bei der 
Lösung von mathematischen Aufgaben beschritten 
werden soll, und es werden dem Leser eine Reihe von 
allgemeinen Methoden und Prinzipien klargelegt, die 
man sinngemäß bei speziellen Problemen verwenden 
kann. Zur Illustration werden 45 Beispiele vor allem 
aus der Elementargeometrie vollständig durchge- 
sprochen und analysiert. 


Das Buch wird daher, wenn auch die mathema- 
tische Exaktheit manchmal etwas zu wünschen übrig | 
läßt, vor allem für Mathematiklehrer, Studienreferen- 
ten und für Mathematikstudenten der jüngeren Se- 
mester interessant und aufschlußreich sein. 


Dresden R. BEREIS 


Elektronische Datenverarbeitung. (Fach- 
berichte über programmgesteuerte Maschinen und 
ihre Anwendung, Folgel). Redaktion Dr. H. K. 
Schuff. III + 55 S. m. Abb. Braunschweig 1959. 
Friedr. Vieweg & Sohn. Preis brosch. 6,80 DM. 


Die Fachberichte sollen periodisch erscheinen und 
wenden sich an alle, die sich mit der Anwendung 
datenverarbeitender Maschinen befassen. Ihr Ziel 
ist eine laufende Unterrichtung dieses großen In- 
teressentenkreises über neue Ergebnisse und Probleme 
der Informationsverarbeitung. Speziell soll dabei die 
Betriebsautomatisierung berücksichtigt werden. Ne- 
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ben allgemeinen Berichten über den Entwicklungs- 
stand sollen Beschreibungen von Rechenanlagen, 


_ Mitteilungen aus der Programmierungspraxis, Litera- 


_ turübersichten und Buchbesprechungen aufgenommen 
werden. 


Das erste Heft enthält einen einleitenden Aufsatz 
‚des Redakteurs H. K. Schuff über Entwicklungs- 
tendenzen im Bereich elektronischer Rechenanlagen, 
der speziell die deutsche Entwicklung berücksichtigt. 
Vom gleichen Autor stammt eine kurze Beschreibung 
der modernen, in Holland gebauten Maschine X1, 
die vollständig mit Transistoren ausgerüstet ist. Trotz 
der hohen Rechengeschwindigkeit (Addition ca. 50 us, 
Multiplikation und Division ca. 500 us) ist der Preis 


dieser Anlage relativ niedrig. Diese Tendenz zur 


Leistungssteigerung bei gesenktem Preis ist auch bei 
anderen Herstellern von Rechenanlagen spürbar. Das 
Heft enthält noch eine zweite Maschinenbeschreibung, 
nämlich die der Kleinanlage LPG 30 (K.-J. Lese- 
mann). Ein Adressierprogramm für die Z 22 wird von 
Fromme angegeben, es ermöglicht symbolische Pro- 
grammierung. Weiterhin enthält das Heft neben 
einer kurzen Beschreibung der FORTRAN-Sprache 
einige Aufsätze, die sich mit der Automatisierung in 

‘Fertigung und Verwaltung befassen, Hierbei wird 
besonders darauf hingewiesen, daß der Einsatz von 
Rechenanlagen zu einer Integration von bisher ge- 
trennt durchgeführten Arbeiten führen muß, was bis- 
her nicht genügend beachtet wurde. 


Das vorliegende Heft ist sehr interessant und auf- 
schlußreich; es sei daher den Fachberichten ein gutes 
Gedeihen und weite Verbreitung gewünscht. 


Berlin K.-H. BACHMANN 


Dr. A. Vogel, Vierstellige Funktionentafeln. 
VIII +1578. m. 2S. Differenzentafeln u. 248. 
Mathematische Formelsammlung. Stuttgart 1958. 
Verlag Konrad Wittwer. Preis geb. 6,80 DM. 


Es kann wohl nicht bezweifelt werden, daß bei der 
heutigen weiten Verbreitung der Rechenmaschinen 
dem logarithmischen Rechnen nicht mehr die gleiche 
Bedeutung zukommt wie ehedem und daß eine ganze 
Reihe von elementaren Funktionen in den bisherigen 
zum täglichen Gebrauch bestimmten Tafeln keine 
ihrer Wichtigkeit entsprechende Berücksichtigung ge- 
funden hat. Es ist daher sehr zu begrüßen, wenn bei 
der Herausgabe neuer Tafelwerke dieser Lage Rech- 
nung getragen wird. Mit den vorliegenden ‚‚Vier- 
stelligen Funktionentafeln“, die durchaus nicht nur 
vierstellige, sondern, wo es angängig ist und es der 
Bedarf erheischt, auch sieben-, zehn-, ja sogar 
12-stellige Werte liefert, ist ein solches modernes 
Tafelwerk entstanden, das zwar in erster Linie für den 
Gebrauch an Oberschulen gedacht ist, aber doch über 
deren Bedarf weit hinausgeht und auch an Fachschulen 
gute Dienste leisten und für viele Zwecke sogar Hoch- 
schülern der technischen Fachrichtungen genügen 
dürfte. Die Logarithmen nehmen nur noch einen ver- 
hältnismäßig geringen Raum ein. In den Tafeln für 
die trigonometrischen Funktionen stehen die natür- 
lichen Werte und ihre Logarithmen in parallelen 
Spalten nebeneinander. Dem Winkelmaß (Argument- 
schritt 1’) ist das Bogenmaß beigefügt. Man findet 
Tafeln für e?, e*, Ginx, 603 x und Tarı x im Bereich 
0<r<5 (Ar=0,01) und5 <xr<s10 (Ax = 0,1) 
und für die Arcus- und Areafunktionen. Sehr zu be- 
grüßen sind die Tafeln für die natürlichen Log- 
arithmen für = 0 bis 50 (Ax = 0,1) und x = 50 
bis 1000 (Ax = 1) und für 1g (n!) für n = 1 bis 1000 
(auf acht geltende Ziffern). Bemerkenswert sind die 
über die genormten Rundungsvorschriften hinaus- 
gehenden, den Funktionswerten angefügten Marken, 
die es gestatten, den Rundungsfehler nicht nur mit 
halben, sondern mit Drittel-Einheiten der letzten 
Stelle zu berücksichtigen. Die Bereiche, in denen nicht 
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linear interpoliert werden kann, sind besonders hervor- 
gehoben. In einem Anhang werden die Hilfsmittel 
für die quadratische Interpolation bereitgestellt. 


Die Tabellen über Grundeinheiten, die physika- 
lischen und chemischen Tabellen und die Tabellen 
über Erde und Weltall sind sorgfältig und nach mo- 
dernen Gesichtspunkten ausgewählt und bearbeitet. 
Eine lose beigefügte mathematische Formelsamm- 
lung, die bis zur Differential- und Integralrechnung 
und ihren Anwendungen reicht, rundet das ganze 


Werk zu einem sehr brauchbaren Hilfsmittel ab. 


Der Druck und die Ausstattung sind ausgezeichnet. 


Trotzdem möchten zwei Einwände erhoben werden. 
Der erste betrifft nur eine Äußerlichkeit. In den 
Funktionentafeln ist nach der neuen Normvorschrift 
die Tangensfunktion mit tan x bzw. Tan x bezeichnet, 
in den beigefügten (sehr nützlichen) Kurvenblättern 
aber noch mit tgx und Tgx. — In den Tafeln für 
die trigonometrischen Funktionen stört, daß das 
Bogenmaß des Winkels mit arcx bezeichnet ist. 
Das ist nicht haltbar. Andernfalls müßte man zwi- 
schen sin x und sin (are x) unterscheiden. Man mußsich 
doch wohl auf den Standpunkt stellen, daß 1° nur eine 
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H. HEINRICH 


Dr.phil. H. Schlichting und Dr. Ing. E. Truckenbrodt, 
Aerodynamik des Flugzeuges. Erster Band: 
Grundlagen aus der Strömungsmechanik, Aerodyna- 
mik des Tragflügels (Teil I). XV + 455 S. m. 260 Abb. 


Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. 


Preis geb. 52,50 DM. 


Mit dem Wiederaufleben der Luftfahrtforschung 
und -industriein Deutschland war auch ein echtes Be- 
dürfnis nach einem modernen umfassenden deutsch- 
sprachigen Lehrbuch über Aerodynamik entstanden. 
So werden insbesondere die Studierenden der Flug- 
technik dankbar begrüßen, daß es nun zwei berufene 
Experten unternommen haben, durch ihr doppel- 
bändiges Werk, dessen erster Band jetzt vorliest,einen 
Teil dieser Lücke zu schließen. Die überaus lebhafte 
Entwicklung und starke Ausweitung dieses Gebietes 
innerhalb der letzten zwei Jahrzehnte hat die beiden 
Verfasser freilich zu einer bestimmten Stoffabgren- 
zung genötigt. Daher beschränkt sich das Buch auf 
die Behandlung der ‚‚Theorie der Luftkräfte“. (Keine 
Berücksichtigung konnte leider also die ‚‚Flugmecha- 
nik“ (Flugzeugbewegung bei gegebenen Luftkräften) 
finden, ebensowenig die ‚Triebwerks-Arodynamik“ 
wie das Sondergebiet der ‚‚instationären Luftkräfte‘“ 
(Aeroelastizität).) 


Der vorliegende Band vermittelt zunächst im 
ersten Teil den notwendigen Einblick in die ‚‚Grund- 
lagen aus der Strömungsmechanik“. In vier Kapiteln 
werden die physikalischen Eigenschaften der Atmo- 
sphäre, die inkompressiblen (Hydrodynamik) und 
kompressiblen reibungslosen Strömungen (Gasdyna- 
mik) sowie die Grenzschicht-Theorie eingehend be- 
handelt. Ausdrücklich hervorgehoben sei hier die 


‚klare Herausarbeitung der angreifbaren Problem- 


stellungen aus dem komplexen strömungsphysikali- 
schen Hintergrund sowie die saubere Scheidung der 
rein theoretischen Lösungswege von den auf „halb- 
empirische‘‘ Ansätze gestützten. Der zweite Teil be- 
faßt sich nach dem Einführungskapitel über die,,Aero- 
dynamik des Tragflügels“, in dem die interessante und 
reichhaltige tabellarische Zusammenstellung von aus- 
geführten Flügelumrißformen, nach mittlerer Flug- 
Machzahl angeordnet, besonders erwähnt sei, im fol- 
genden Kapitel mit dem ‚‚Tragflügel unendlicher 
Spannweite (Profiltheorie) bei inkompressibler Strö- 
mung‘, also mit der grundsätzlich auf zweidimensio- 
naler Betrachtungsweise beruhenden Theorie. Nach 
Ansicht des Ref. hätte dabei wohl der Reibungsein- 
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fluß auf die Druckverteilung am Profil (Kap. 6.4) eine 
etwas ausführlichere Darlegung auf Grund neuerer 
Untersuchungen verdient. 

Der den Verfassern ausgezeichnet gelungene erste 
Band ihrer Gemeinschaftsarbeit läßt die Fachwelt nun 
die baldige Nachfolge des zweiten Bandes um so stär- 
ker erhoffen, als der in ihm erwarteten dreidimensio- 
nalen Theorie bekanntlich das eigentliche Interesse 
der heutigen Flugtechnik gilt. (Abschließend sei dem 
Ref. noch ein kleiner kritischer Hinweis zu 3.61, 
S. 196, letzter Absatz, gestattet, um weniger sach- 
kundige Leser vor einer irrtümlichen Meinung zu be- 
wahren: Der Übergang von Unterschall- zu er- 
schallgeschwindigkeiten muß nach dem 2. Hauptsatz 
der Thermodynamik grundsätzlich stetig ver- 
laufen; dagegen haben für den umgekehrten Vor- 
gang die Beobachtungen bislang stets nur den Über- 
gang mittels Verdichtungsstoß gezeigt.) 


Göttingen M. ScHÄFER 


M.Deuring, Die Klassenkörper der kom- 
plexen Multiplikation (Enzyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften, Band Is, Heft 10, Teil II). 
Herausgegeben im Auftrage der Akademien der Wis- 
senschaften zu Berlin, Göttingen, Heidelberg, Leip- 
zig, München und Wien sowie unter Mitwirkung zahl- 
reicher Fachgenossen. 60S. Stuttgart 1958. B.G. 
Teubner Verlagsgesellschaft. Preis brosch. 15,— DM. 


Zur Zielsetzung der Neubearbeitung der Enzyklo’ 
pädie gehört es auch, ‚‚dem Leser, der nur über eine 
gewisse mathematische Allgemeinbildung verfügt, das 
Kennenlernen dieser Gebiete zu erleichtern und ihm 
‘einen Überblick zu ermöglichen‘. Das hätte der Vf. 
besser erreicht, wenn er die Schlußbemerkungen an 
den Anfang gestellt und etwas ausführlicher gestaltet 
hätte. 

Die „Komplexe Multiplikation“ ist die Theorie des 
Zusammenhanges zwischen elliptischen Funktionen, 
Modulfunktionen und algebraischen Zahlen. Deshalb 
geben die beiden einleitenden Abschnitte eine Über- 
sicht über die funktionentheoretischen und die zahlen- 
theoretischen Grundlagen. In den folgenden Ab- 
schnitten werden die beiden Hauptsätze der Theorie 
behandelt. Besonderer Wert ist auf die meisterhaft 
geglückte eindringende Analyse der Beweise gelegt. 
Diese werden einmal mit Hilfe der allgemeinen Theorie 
der Abelschen Zahlenkörper und sodann ohne diese, 
gestützt auf die elementaren Teile der Zahlentheorie, 
geführt. Durch die Herausarbeitung der Parallelität 
der Entwicklungen für beide Sätze wird dem Leser 
ein klares Gesamtbild vermittelt. 


Potsdam M. DrAEGER 


W.Speeht, Algebraische Gleichungen mit 
reellen oder komplexen Koeffizienten (Enzy- 
klopädie der mathematischen Wissenschaften, Band I,, 
Heft 3, Teil II). Herausgegeben im Auftrage der Aka- 
demien der Wissenschaften zu Berlin, Göttingen, 
Heidelberg, Leipzig, München und Wien sowie unter 
Mitwirkung zahlreicher Fachgenossen. 808. Stutt- 
gart 1958. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft. Preis 
brosch.. 19,— DM, 


Gegenstand des Artikels ist die analytische Theorie 
der Polynome, deren Hauptproblem die Verteilung 
der Nullstellen ist. Sowohl die Galoissche Theorie 
als auch die Praxis der algebraischen Gleichungen 
d.h. die numerischen und graphischen Methoden zur 
approximativen Bestimmung der Nullstellen, liegen 
jenseits der Darstellung. T 

Der erste Abschnitt orientiert über den Funda- 
mentalsatz der klassischen Algebra; er hat im Rahmen 
der Thematik mehr einleitende Bedeutune. In den 
folgenden Abschnitten wird über die Schrankensätze 
die Zählung der Nullstellen in vorgegebenen Ge. 
bieten, die kritischen Punkte eines Polynoms und die 


Kompositionssätze berichtet, die den Zusammenhang 
en den Nullstellen von Polynomen behandeln, 
zwischen deren Koeffizienten vorgegebene Bezie- 
hungen bestehen. h 

= die Darstellung sind auch die einschlägigen 
Untersuchungen der klassischen Epoche mit einbe- 
zogen. Sie vermitteln einen außerordentlich klaren 
Überblick über die Entwicklung und die vielfältigen 
Zusammenhänge. Ihre formale und sachliche FaB- 
lichkeit erleichtert dem Leser die Erzeugung eines 
plastischen Gesamtbildes von dem behandelten Pro- 
blemkreis. r 

Potsdam M. DRAEGER 

R.E.D. Bishop und D. G. Johnson, Schwin- 
gungstechnische Tabellen. Tafeln zur Berech- 
nung von Schwingungen. Deutsche Übersetzung von 
Prof. Dr. H. J. Menges. VIII + 608. Baden-Baden 
1958. Verlag für angewandte Wissenschaften. Preis 
geb. 14,80 DM. 


Die Untersuchung‘ der freien und erzwungenen 
Schwingungen von Systemen mit zahlreichen Frei- 
heitsgraden und von Stäben führt zu langwierigen 
Rechnungen, die wesentlich gekürzt werden können, 
wenn bestimmte Teilergebnisse bekannt sind. In 
ihren schwingungstechnischen Tabellen haben die 
Verfasser solche Hilfsmittel zusammengestellt und 
zwar zunächst für Schwingungsketten und für Sy- 
steme, die mehrfach gekoppelt sind. Mit Hilfe dieser 
Tabellen lassen sich z. B. die Ausschläge der Massen 
berechnen, falls an einer bestimmten Masse eine 
harmonische Kraft angreift; auch die Eigenfrequenzen 
können leicht ermittelt werden. Ferner sind für die 
wichtigsten Randbedingungen die Eigenwerte und die 
Eigenfunktionen für homogene Stäbe angegeben, die 
Längs-, Torsions- oder Biegeschwingungen ausführen. 
Schließlich sind noch Formeln zur Ermittlung der 
erzwungenen Biegeschwingungen angegeben. Ferner 
sind die Rayleighschen Funktionen und die Eigen- 
funktionen für verschiedene Randbedingungen tabel- 
liert. Die Benutzung der Tafeln wird erleichtert durch 
ein Verzeichnis der Originalarbeiten der Verfasser, in 
denen die Anwendung der Rechenverfahren auf prak- 
tische Beispiele gezeigt wird. Das Buch wurde sorg- 
fältig übersetzt und vom Verlag gut ausgestattet. 


Dresden/Berlin A. WEIGAND 

H. Zemanek, Elementare Informationstheo- 
rie. 1208. m. 28 Abb. und 2 Tabellen. München 
1959. R. Oldenbourg Verlag. Preis geb. 14,20 DM; 
86,— öS. " 

In den letzten Jahren ist das Interesse für die In- 
formationstheorie stark gewachsen. Deshalb muß das 
Erscheinen einer kurzen und leicht faßlichen deutsch- 
sprachigen Einführung in diese Theorie begrüßt wer- 
den. Das Buch verarbeitet ein umfangreiches Ma- 
terial, wobei der Schwerpunkt naturgemäß auf der 
diskreten Informationstheorie liegt, aus welcher durch 
Grenzübergänge auf den kontinuierlichen Fall ge- 
schlossen wird. Die Darstellung ist klar gegliedert und 
durch viele Diagramme sowie eine Fülle interessanter, 
z. T. spekulativer Beispiele aufgelockert. 

Es ist des Anliegen des Verfassers, die Grundgedan- 
ken der Informationstheorie klar hervortreten zu 
lassen. Dieses Ziel wird jedoch nicht voll erreicht, 
weil der inhaltlichen Analyse der Grundbegriffe dieser 
mathematischen Theorie nicht genügend Aufmerk- 
samkeit gewidmet wird. Dies trifft insbesondere auf 
diejenigen Abschnitte zu, in denen die Grundbegriffe 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung benutzt werden. 
Ein Vergleich mit der Broschüre von A.M. Jaglom 
und J.M. Jaglom, „Wahrscheinlichkeit und Infor- 
mation““ (Moskau 1957) zeigt, daß diese Schwäche 
sich nicht mit Notwendigkeit aus der Aufgabenstellung 
einer elementaren Einführung ergibt. in 
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8. W. MeCuskey, Introduction to Advanced 
Dynamics. VIII + 2638. m. Abb. Readin ‚ Mass. 


1959. Addison-Wesley Publishing Company, Inc. 
reis geb. 8,50 $. ee 


Der Verfasser gibt eine Darstellung der Mechanik des 
Punkthaufens und des starren Körpers, die hauptsäch- 
‚lich für Physiker bestimmt ist. Für einen Leser, der 
sich mehr für technische Aufgaben interessiert, wird 
z. B. die Darstellung des Prinzips der virtuellen Ver- 
rückungen und des D’Alembertschen Prinzips im 2. Ka- 
pitel zu knapp sein. Lesenswert sind die Ausführungen 
über die analytische Mechanik (Hamilton-Jacobische 
Theorie) im 6. und 7. Kapitel. Die zahlreichen Auf- 
gaben bilden eine wertvolle Ergänzung des Textes. 
Die Flut der Mechanik-Lehrbücher steigt immer 
höher und es ist deshalb begreiflich, daß sie sich in der 
Darstellungsweise nicht immer wesentlich voneinan- 
der unterscheiden. Wäre es nicht vielleicht zweck- 
mäßig, das längst vergriffene hervorragende Werk von 
Georg Hamel, nämlich die ‚‚Elementare Mechanik“, 
neu zu drucken ? a8 
Dresden/Berlin A. WEIGAND 

L. W. Kantorowitsch und W. I. Krylow, Nähe- 
rungsmethoden der höheren Analysis. (Hoch- 
schulbücher für Mathematik, Band 19.) XI + 6118. 
m. 68 Abb. Berlin 1956. VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschaften. Preis geb. 47,— DM. 

L. V. Kantorovich and V. I. Krylov, Approximate 
Methods of Higher Analysis, translated by C. D. 
Benster. XII + 681. m. 68 Abb. Groningen 1958. 
P. Noordhoff Ltd. 

Im vorliegenden Buch von Kantorowitsch-Kry- 
low werden Näherungsmethoden zur Lösung von Inte- 
gralgleichungen und von Randwertproblemen bei par- 
tiellen Differentialgleichungen behandelt. Weiterhin 
nehmen Untersuchungen über konforme Abbildungen 
einen breiten Raum ein. Die Verfasser beschränken 
sich inihrem Buchei. a. auf die Betrachtung von line- 
aren Differentialgleichungen und begnügen sich mit 
dem gelegentlichen Hinweis, daß die behandelten 
Näherungsmethoden in vielen Fällen auch auf die 
Lösung nicht-linearer Probleme anwendbar sind. Die 
einzelnen Kapitel des Buches sind so geschrieben, daß 
sie unabhängig voneinander gelesen werden können, 
was für diejenigen von Vorteil ist, die sich nur für 
Teilfragen interessieren; eine Ausnahme bildet nur das 
6. Kapitel, das Anwendungen der im 5. Kapitel ent- 
wickelten Methoden enthält. 

Das Interesse am vorliegenden Buch ist sehr groß, 
da Näherungsverfahren zur Lösung der hier behandel- 
ten Probleme in der Anwendung eine immer größere 
Rolle spielen. Das Buch ist in sieben Kapitel einge- 
teilt. Im 1. Kapitel werden Methoden behandelt, 
welche auf der Darstellung der Lösungen durch un- 
endliche Reihen beruhen. Besonderes interessant sind 
hier die Ausführungen über unendliche Gleichungs- 
systeme und über die Konvergenzverbesserung der er- 
haltenen Lösungsreihen. Das 2. Kapitel beschäftigt 
sich mit Näherungslösungen für Fredholmsche Inte- 
Es werden folgende Näherungs- 
methoden behandelt: Ersetzung der Integralgleichung 
durch ein lineares Gleichungssystem, Iteration und 
analytische Fortsetzung, Ersatz eines Kerns durch 
entartete, Momentenmethode (Verfahren von Ritz- 
Galerkin). Hierbei verdienen die angegebenen Fehler- 
abschätzungen besondere Beachtung. Das 3. Kapitel 
gibt eine Einführung in das Differenzenverfahren und 
beschäftigt sich mit der Lösung von Differenzen- 
gleichungen. Im 4. Kapitel wird das Ritz-Galerkinsche 
Verfahren zur Lösung von Variationsproblemen be- 
handelt, und die Methode auf viele Beispiele ange- 
wandt. Allerdings ist in diesem Kapitel der Pro- 
blemenkreis teilweise zu stark eingeschränkt worden, 
so daß die Tragweite der Methode nicht voll zur 
Darstellung kommt. Besonders interessant sind die 
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Fehler- und Konvergenzbetrachtungen sowie der Ab- 


‚schnitt über die Reduktion auf gewöhnliche Dif- 


ferentialgleichungen. Im 5. und 6. Kapitel wird die 
konforme Abbildung von Bereichen und ihre Anwen- 
dung auf die Lösung wichtiger Randwertprobleme 
für kanonische Bereiche behandelt. Die Untersuchung 


. dieses Fragenkreises ist ein Hauptanliegen des Buches. 


Es muß als besonders wertvoll angesehen werden, daß 
gerade diesem Problemkreis ein so breiter Raum im 
vorliegenden Buch eingeräumt wurde. Es seien hier 
nur einige Hauptabschnitte des 5. Kapitels genannt: 
Minimaleigenschaften des Flächeninhalts und der 
Randlänge bei der Abbildung eines Gebietes auf einen 
Kreis, orthogonale Polynome und konforme Abbildung, 
Reihenentwicklungen nach Potenzen eines kleinen 
Parameters bei der Abbildung eines Bereiches auf 
einen Kreis und umgekehrt, Approximationsmetho- 
den, Anwendungen der Greenschen Funktion und der 
Integralgleichungen auf die konforme Abbildung. Das 


alternierende Verfahren zur Lösung des Dirichletschen _ 


Problems für die Vereinigung und für den Durch- 
schnitt zweier Bereiche wird schließlich im 7. Kapitel 
behandelt. j 

Das vorliegende Buch von Kantorowitsch-Kry- 
low ist außerordentlich klar geschrieben worden und 
besticht durch die Fülle des behandelten Stoffes und 
durch die Exaktheit der Methode. Der Lernende be- 
kommt einen guten Einblick in den behandelten Pro- 
blemenkreis, und auch der Kenner wird viele Anregun- 
gen erhalten und einige weniger bekannte Tatsachen 
finden. Das Buch wird auch besonders wertvoll für die- 
jenigen sein, die sich über die Arbeiten im russischen 
Sprachbereich informieren wollen. Umfangreiche Li- 
teraturangaben im Text geben Hinweise auf weiter- 
führende Überlegungen. Dem Verlag gebührt besonde- 
rer Dank für die prächtige Ausgestaltung des Buches. 

Berlin W. Dück 


Proceedings of the third congress on theo- 
retical and applied mechanics. December, 
24—27, 1957. Bangalore, India. Published by the 
Indian Society of Theoretical and Applied Mechanics, 
Indian Institute of Technology, Kharagpur. 362 S. 

Am dritten Indischen Kongreß über Theoretische 
und Angewandte Mechanik in Bangalore 1957 unter 
der Präsidentschaft von Dr. S.R. Sen Gupta, der 
hiermit seinen wissenschaftlichen Bericht vorlegt, 
nahmen 121 Delegierte aus den USA, der USSR, 
Polen, Ungarn, Japan, Burma und Australien teil. 
Von den insgesamt 76 gehaltenen Vorträgen enthält 
dieser Berichtsband eine Auswahl von 36 Original- 
Vorträgen, die offenbar ungekürzt wiedergegeben sind. 
Die übrigen finden sich zum Teil bereits an anderer 
Stelle veröffentlicht. ; 

Die Thematik der Vorträge überspannt weitgehend 
den gesamten Fragenkreis, den der augenblickliche 
Forschungsstand auf dem Gebiet der Mechanik auf- 
wirft. Leider muß sich Ref. auf die Mitteilung der 
drei Hauptgruppen beschränken, in die die Vorträge 
aufgegliedert sind. So werdenin TeilI (auf 174 Seiten) 
Probleme der Elastizität, Plastizität und Rheologie 
behandelt, während in Teil II (76 S.) die Strömungs- 
mechanik zu Worte kommt. Der etwas aufgelockerte 
Teil III (110 S.) faßt schließlich Untersuchungen zu- 
sammen über nichtlineare Schwingungen und mecha- 
nisch-thermodynamische Wechselwirkungen sowie 
vorwiegend mathematisch orientierte Arbeiten und 
solche über Berechnungsmethoden mittels physika- 
lischer Analogien. Der heutzutage zu starker Spezi- 
lisierung gezwungene Fachgenosse wird auf jeden Fall 
mancherlei wertvolle Anregung aus diesem Kongreß- 
bericht schöpfen können, dessen Erscheinen nicht 
zuletzt dank der tatkräftigen Unterstützung des In- 
dischen Ministeriums für Erziehung und Wissenschaft 
möglich geworden ist. 


Göttingen M. ScHÄrER 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen, 
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Eingegangene Bücher — N achrichten 


EINGEGANGENE BÜCHER 


Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). 


r. L. Föppl (em. o. Prof. für Techn. Mechanik 
il: TH en Elementare Mechanik vom 
höheren Standpunkt. 1748. m. 71 Abb. und 
8 Bildtafeln. München 1959. R. Oldenbourg Verlag. 
Preis geb. 20,— DM. 


Festschrift Richard Grammel zum 70. Ge- 
burtstag am 3. März 1959. Ingenieur-Archiv Bd. 
XXVIl. VIIL-+ 372 8. m. 217 Abb. Berlin/Göt- 
tingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis brosch. 
52,— DM. 


K. F. Zimmermann, Tabellen, Formeln und 
Fachausdrücke zur Variationsstatistik. 129 S. 
Berlin 1959. VEB Deutscher Verlag der Wissen- 
schaften. Preis geb.’ 12,80 DM. 


K. F. Zimmermann, Kompendium der Varia- 
tionsstatistik. 137 S. m. 10 Abb. Berlin 1959. 
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. Preis 
geb. 14,20 DM. 


Handbuch der Physik, Band III/2. Prinzipien 
der Thermodynamik und Statistik. VII + 678 8. 
m. 25 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. 160,— DM. 


Ch. Pisot — M. Zamansky, Mathematiques 
generales. Alg&ebre-Analyse. XXIV + 648 8. 
m. 50 Abb. Paris 1959. Dunod-Editeur. Preis geb. 
4.500 E. 


U. Olsson, Non-circular Bevel Gears. (Me- 
chanical Engineering Series, 5) XII + 190S. m. 
31 Abb. Stockholm 1959. Acta polytechnica scandi- 
navica publishing office. Preis brosch. Sw. Kr. 14.00. 


N. N. Semenov, Some problems of chemical 
kinetics and reactivity. Vol. 2. 10 + 168 S. 
m. 73 Abb. London/New York/Paris/Los Angeles 
1959. Pergamon Press. Preis geb. 35 s. 


W. Prager, An Introduction to Plasticity. 
VIII + 148 S. m. 82 Abb. London 1959. Addison- 
Wesley Publishing Company. Preis geb. $ 6,50. 


Beiträge zur Physik und Chemie des 
20. Jahrhunderts. Lise Meitner, Otto Hahn, Max 
von Laue zum 80. Geburtstag, herausgeg. von O. R. 
Frisch, F. A. Paneth, F. Laves, P. Rosbaud. XI 
+ 285 S. m. 89 Abb. u. 3 Porträts. Braunschweig 
1959. Friedr. Vieweg & Sohn. Preis geb. 29,50 DM. 


Steuerungen und Regelungen elektrischer 
Antriebe. Herausg. Prof. Dr. Otto Mohr, Berlin, 
im Auftrage der VDI/VDE-Fachgruppe Regelungs- 
technik. 414 S. m. 299 Abb. Berlin 1959. VDE- 
Verlag. Preis geb. 36,— DM. 


L. Robin, Fonctions sphöriques de Legendre 
et fonetions spheroidales, Tome III. VII -- 
2898. m. 10 Abb. Paris 1959. Gauthier-Villars. 
Preis brosch. 5.500 F. 


Herausgeber und Hauptschriftleiter: Prof, Dr.-In 
GmbH, Berlin W 1, Leipziger Straße 3-4; Fernsprecher: 220441. P: 
Die Zeitschrift für Angewandte Mathematik 


Bestellgeld. Doppelheft DM 10,—. Abbestellungen können nur bis 


folgende Quartal noch geliefert. Veröffentlicht unter Lizenznummer Z 
Gesamtherstellung: VEB Druckerei „Thomas Müntzer 


Diesem Heft liegt ein Prospekt des Springer-Verlages, 


g. habil. H. Heinrich, Dresden A 27, Friedrich-Hegel-Str. 31. Verlag: Akademie-Verlag 


ostscheckkonto: Berlin 35021. Bestellnummer dieses Heftes: 1009/40/1-3. 


und Mechanik erscheint monatlich, 
4 Wochen vor Quartalsende ane 
LN 5011 des Ministeriums für K 


T.,R. Kane, Analytical elements of mecha- 


nies, Vol.1. XV + 2508. m. 223 Abb. New York 
1959. Academic Press. Preis geb. $ 4.75. > 


L. Felix, Expose moderne des math&matiques 
6l6mentaires. XVI + 4218. Paris 1959. Dunod. 
Preis geb. 2.900 F. % 


A. Adam, Messen und Regeln in der Betriebs- 
wirtschaft. V + 1798. Würzburg 1959. Physica- 
Verlag. Preis geb. 27,— DM. 


Anwendungen der Matrizenrechnung auf 
wirtschaftliche und statistische Probleme. 
Herausgeg. von A. Adam unter Mitarb. v.F. Ferschl, 
A. Klamecker, A. Klingst, O. Pichler, J. Roppert, 
H. Schulz, K. Wenke u. W. Wetzel. (Einzelschriften 
der Deutschen Statistischen Gesellschaft, Nr. 9.) 
Würzburg 1959. Physica-Verlag. Preis geb. 28,— DM. 


E.L. Lehmann, Testing Statistical Hypo- 
theses. XIII + 3698. New York 1959. John Wi- 
ley & Sons, Inc. Preis geb. $ 11.00. 


V.V. Novozhilov, The theory of thin shells. 
XVI + 376 S. m. 95 Abb. Groningen 1959. P. Noord- 
hoff Ltd. Preis brosch. $ 9.50. 


Die Umstellung auf das Internationale Ein- 
heitssystem in Mechanik und Wärmetechnik. 
Herausg. H.W. Hahnemann. (Ingenieurwissen 4). 
126 S. m. 17 Tafeln. Düsseldorf 1959. VDI-Verlag. 
Preis brosch. 9,80 DM. 


P.I. Richards, Manual of Mathematical Phy- 
sics. X +4868. London 1959. Pergamon Press. 
Preis geb. £ 5.10. 


Jahrbuch 1958 der Wissenschaftlichen Ge- 
sellschaft für Luftfahrt (WGL). Herausg. von 
H. Blenk. 300 S. m. zahlr. Abb. Braunschweig 1959. 
Friedr. Vieweg & Sohn. Preis geb. 38,— DM. 


6. Dahlquist, Stability and error bounds in 
the numerical integration of ordinary diffe- 
rential equations. 85S. Stockholm 1959. K. 
Tekniska Högskolans Handlingar. 


NACHRICHTEN 


Auf besonderen Wunsch wird mitgeteilt, daß die 
„Proceedings“ der Sixth Midwestern Confe- 
rence on Fluid Mechanics und der Fourth Mid- 
western Conference on Solid Mechanics, die 
gemeinsam vom 9. bis 11. September 1959 in Austin 
(Texas) abgehalten wurden, über die Anschrift 

Engineering Institutes 

Division of Extension 

The University of Texas 

18th and Red River Streets 

Austin, Texas, USA 


zum Preis von $ 12.50 bezogen werden können. H. 


Bezugspreis: vierteljährlich DM 15, 


Bad Langensalza (V/12/6) (1). Printed in Germany. 


Berlin, bei, 


Zuzüglich 
ıkannt werden, andernfalls wird das 
ultur, Hauptverwaltung Verlagswesen. 
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ETIENNE BONNOT DE CONDILLAC 


Die Logik oder die Anfänge 
der Kunst des Denkens 


(La Logique ou les premiers d&veloppements de Part de penser) 


Die Sprache des Reehnens 


‘ (La langue des Calculs) 


I. Buch. Herausgegeben von Georg Klaus 
Übersetzt von Erich Salewski 
(Philosophische Studientexte) 


1959. LXXIX, 274 Seiten — 8° — Ganzleinen DM 15,80 


Der bedeutende französische Aufklärer Condillac (1717—1780) widmete seine beiden letzten Werke: 
„Die Logik oder die Anfänge der Kunst des Denkens“ und ‚‚Die Sprache des Rechnens“ der Beant- 


wortung der auch heute noch höchst aktuellen Frage: 


Wie lassen sich logische Schlußfolgerungen, mathematische Abstraktionen auf Sinnesempfindungen, 
die doch die einzige Quelle alles Wissens bilden, reduzieren ? Wie können Logik und Mathematik auf 


der Grundlage eines konsequenten Sensualismus erklärt werden ? 


Wenngleich Condillac noch zwiespältig und von idealistischen Elementen durchsetzt war, finden 
sich gerade in seinen.beiden letzten Werken eine Fülle schöpferischer Gedanken, Gedanken zur 
Mathematik, Logik und Erkenntnistheorie, Gedanken, die auf materialistischer Grundlage auf- 
bauen, aber bereits dialektische Momente enthalten und damit über die Auffassungen des mecha- 
nischen Materialismus auf diesem Gebiet hinausgehen. So schuf er ein Werk, das bleibenden Wert 


für eine erkenntnistheoretische Fundierung der Mathematik und Logik besitzt. 


Mit dem Versuch, alle Bewußtseinsinhalte aus der Sinnesempfindung abzuleiten, lieferte er einen 


bedeutenden Beitrag im Kampf gegen die Auffassung des Idealismus. 


Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 
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wet c Sr 
der Impulsverzerrungen in Schmalbands) 

1959. VIII, 364 Seiten — 104 Abbildungen — 42 Tabellen — gr. 3° — Ganzlı 
Der Verfasser bringt in diesem Werk eine Auswahl von mathematischen e rech 
geeignet sind, die Formverzerrungen von bei deren Durchg 

teme qualitativ und quantitativ festzus 

gssysteme. | 53 u 
"Nach einem einleitenden Kapitel über die hierbei auftretenden Problemstellur 
Abriß der zu ihrer Lösung anzuwendenden Laplace-Transformation wird vo 
schen Standpunkt aus eine Theorie entwickelt, mit deren Hilfe die näherungsweise 
des Schmalband-Problems aufein Tiefpaßsystem möglich ist und die hierbei im ; eitbere 
nen Verfahrensfehler ihrer Natur nach erkennbar werden. Zur Abrundung und Erg 
Theorie ist das letzte Kapitel der zahlenmäßigen Berechnung dieser verf 
Fehler gewidmet. Dabei ergeben sich neuartige Hinweise für die Bemessung 
systemen, wenn die Verfahrensfehler besonders klein bleibensollen.. Br 
Zwischen der eigentlichen Theorie und den Fehlerbetrachtungen ist ein umfassende: 

Teil eingefügt. Darin werden in zahlreichen Beispielen die Impulsverzerrun en ar ‚spezie 

stemen untersucht, und zwar an Tschebyscheff-Filtern, an allgemeineren Abzweig- 
filtern, auch solchen mit Laufzeitebnung, und schließlich an aperiodischen und fastaperiod 
Systemen, die Gaußsches Verhalten approximieren. Die Beispiele sind der HF-Technik sow 
Telegrafie-Technik entnommen, für den letzteren Fall werden auch Formimpulse sowie die 
im Sperrbereich behandelt. 


MAX VON LAUE j 8 
Rönigenwellenfelder in Kristallen 


(Sitzungsberichte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Klasse für Matl 
Physik und Technik, Jahrgang 1959, Heft 1) 5 


1959. 26 Seiten — 23 Abbildungen — 8° — DM 3,20 7 


P. GÖRLICH / H. KARRAS /K. KÜHNE X 
Über einige optische Messungen am Caleiumfluorid 


(Sitzungsberichte der Deutschen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Klasse für N 
Physik und Technik, Jahrgang 1959, Heft 2) 


1959. 24 Seiten — 6 Abbildungen — 6 Tabellen — 8° — DM 2,— 


TECHNISCHES ZENTRALBLATT - 
SAMMELBAND KERNTECHNIK 1958 


1959. 574 Seiten — 16 Seiten Namenregister — 8° — DM 86,— 


| Bestellungen durch eine Buchhandlung erbeten 
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